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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящий курс геометрии, издаваемый в двух частях, написан в соответствии

с действующей программой по геометрии для студентов математических и физико-
математических факультетов педагогических институтов. Изложение курса

согласовано с программами алгебры, теории чисел и математического анализа. Это
пособие составляет первую часть курса и охватывает материал геометрии

первого курса указанных факультетов.
Основой учебного пособия послужили лекции, которые авторы читали в

последние годы студентам математического факультета МГПИ им. В. И. Ленина.

Данное пособие существенно отличается от ранее изданных издательством

«Просвещение» пособий по геометрии Л. С. Атанасяна «Геометрия», ч. I, Л. G. Ата-
насяна и Г. Б. Гуревича «Геометрия», ч. II, В. Т. Базылева и др. «Геометрия», I, II.
По сравнению с этими книгами в новом пособии более тщательно подобран
материал, несколько изменен порядок изложения и, что особенно важно, оно более

доступно (не в ущерб строгости). В связи с этим объем пособия оказался заметно

сокращенным, а принятая в нем терминология и символика по возможности

согласованы с теми, которые в настоящее время введены в среднюю школу.

Опыт работы авторов в педагогических вузах и с учителями математики

средней школы привел к следующим выводам, которыми они руководствовались при
создании учебного пособия.

I. Курс геометрии в пединституте следует строить так, чтобы при
естественных изменениях содержания школьных учебников по геометрии будущие учителя
могли ориентироваться в новой ситуации и быстро перестраиваться. Поэтому, по

убеждению авторов, этот курс нельзя строить на базе какой-то одной школьной
аксиоматики, особенно в разделе оснований геометрии. Здесь в основу надо

положить такую аксиоматику, из которой достаточно естественно можно было бы

получить любую возможную аксиоматику школьного курса геометрии. По мнению

авторов, в настоящее время такой аксиоматикой является принятая в науке

аксиоматика Вейля.

В предлагаемом курсе аксиоматический метод начинает применяться лишь в

X главе первой части курса «я-мерные аффинные и евклидовы пространства».

До этого материал излагается на базе тех геометрических представлений, которые
сложились у слушателей при изучении школьного курса геометрии. Однако по ходу

изложения там, где это необходимо, даются необходимые пояснения и уточнения.

Аксиоматика школьного курса геометрии и ее связи с другими аксиоматиками

геометрии рассматриваются в разделе оснований геометрии во второй части курса.

II. Идейное содержание курса геометрии в педагогическом институте должно

быть таким, чтобы будущий учитель математики мог взглянуть на школьный курс

геометрии с более общей точки зрения. В связи с этим отметим следующее.

1. Будущий учитель математики должен быть хорошо знаком как с групповой,
так и со структурной точкой зрения на геометрию. В настоящем курсе этим
вопросам уделено должное внимание, особенно при изложении теории геометрических
преобразований, а во второй части курса

— в разделе оснований геометрии.
2. Будущему учителю математики необходимо иметь общее представление об

элементах многомерной геометрии аффинного и евклидова пространств, поэтому эти
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вопросы отражены в предлагаемом курсе. Это особенно важно в связи с тем, что

квадратичные формы изучаются не в курсе алгебры, а в курсе геометрии, поэтому
представляется весьма целесообразным связать теорию квадратичных форм с теорией
квадрик в многомерном пространстве.

Имея в виду опасность перегрузки, в предлагаемом учебном пособии раздел
«Аффинное и евклидово /г-мерные пространства» существенно сокращен.

III. В современных учебных вузовских пособиях (как отечественных, так и

зарубежных) такие важнейшие понятия, как «линия», «поверхность», «поверхность

с краем», «геометрическое тело» и др., даются на топологической основе. Поэтому
в настоящий курс геометрии включены элементы топологии. С изложением этих

вопросов тесно связывается тема «Многогранники в евклидовом пространстве».
IV. В курсе геометрии для студентов педагогических вузов уделено большое

внимание профессиональной направленности, в частности приложениям изучаемых
методов к доказательству теорем и решению задач школьного курса геометрии.
Будущий учитель должен убедиться в том, что изучаемый им курс геометрии в

пединституте имеет непосредственное отношение к его профессиональной
подготовке и может быть в дальнейшем использован в работе в школе.

В связи с этим изложение теоретического материала сопровождается
многочисленными, примерами. Везде, где это возможно, дано приложение изучаемых
методов к доказательству теорем и решению задач школьного курса геометрии.
Каждая глава пособия, за редким исключением, заканчивается параграфом, в котором
даны приложения рассматриваемой в этой главе теории.

Теория преобразований плоскости и их приложения к решению задач играют

существенную роль в профессиональной подготовке учителя, поэтому этот раздел
здесь представлен должным образом. Отметим, что изложение этого материала
существенно отличается от того, который был дан в ранее изданных пособиях

авторов. Здесь изложение упрощено и по стилю приближено к школьному курсу

геометрии. Кроме того, выделена специальная глаза — глава VIII первой части,

где излагаются элементы теории преобразований трехмерного пространства.
Методы изображений также играют весьма важную роль в профессиональной

подготовке учителя математики, поэтому во второй части курса имеется,

специальная глава, посвященная этим вопросам. Как известно, в средней школе пользуются

изображением плоских и пространственных фигур в параллельной проекции. По
этой причине в предлагаемом курсе дана в основном теория изображений фигур,
изучаемых в школе, в параллельной проекции.

Авторы надеются, что студенты, овладевшие этим курсом, смогут в дальнейшем,

будучи учителями, грамотно преподавать геометрию в средней школе, уверенно вести

факультативные занятия по геометрии (например по темам: «Векторная алгебра и ее

приложения», «Метод координат», «Геометрические преобразования», «Элементы

неевклидовых геометрий» и т. п.). Авторы надеются также, что предлагаемое
пособие будет способствовать совершенствованию геометрической подготовки учителя

математики.

Авторы считают своим приятным долгом выразить глубокую благодарность
кафедре геометрии Вильнюсского пединститута (зав. кафедрой В. И. Близникас)
и доктору физико-математических наук старшему научному сотруднику МГУ
Л. Е. Евтушику за их весьма ценные замечания по содержанию пособия,
которые во многом способствовали его улучшению. Авторы признательны также

преподавателям кафедры геометрии МГПИ имени В. И. Ленина, которые взяли на

себя нелегкий труд апробации ряда глав пособия в непосредственной работе со

студентами математического факультета МГПИ им. В. И. Ленина.

Авторы.
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РАЗДЕЛ ПЕРВЫЙ

ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ.

ГЕОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ

Глава I
ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ
В ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. Параллельность прямых, лучей и плоскостей

1. В настоящем курсе геометрии продолжается начатое в средней
школе изучение свойств геометрических фигур. При этом в

значительной степени используются средства алгебры и

математического анализа.

Напомним, что фигурой называется любое множество точек.

Простейшими фигурами являются точки, прямые, плоскости, лучи,
отрезки, полуплоскости. Точки обозначаются большими буквами
латинского алфавита: А, В, С, ..., прямые

— малыми первыми
буквами латинского алфавита: а, Ь, с, ... или двумя большими

буквами: АВ, CD, ..., плоскости — малыми буквами греческого
алфавита: о, т, ... или тремя большими буквами: ABC, EFG, ... . Лучи
будем обозначать малыми промежуточными буквами латинского

алфавита: A, k, I, ... или двумя большими буквами: ОА, KB, ... .

В этом случае на первом месте ставится буква, обозначающая
начало луча, а на втором

— буква, обозначающая какую-нибудь
точку на луче. Отрезок с концами А и В обозначается так: АВ или

ВА. Длина отрезка обозначается тем же символом АВ.

2. Напомним, что две прямые1 а и Ь называются

параллельными, (пишут: а\\Ь), если они лежат в одной плоскости и не имеют

ни одной общей точки. Лучи АВ и CD (или отрезки АВ и CD)
называются параллельными, если прямые АВ и CD параллельны.
Плоскость о и прямая АВ называются параллельным^ если они

не имеют ни одной общей точки. Луч АВ (отрезок АВ) и

плоскость о называются параллельными, если параллельны плоскость о

и прямая АВ.

3. Если два луча АВ и CD параллельны, то они могут быть

одинаково направлены (сонаправлены) либо противоположно
направлены. Параллельные лучи АВ и CD называются одинаково

направленными, если они лежат в одной полуплоскости с

границей АС (рис. 1,а). Лучи, лежащие на одной прямой,
называются одинаково направленными, если один из них содержит другой.

1
Здесь и в дальнейшем, говоря «две прямые>х, «три точки» и т. д., будем считать,

что эти прямые, точки и т. д. попарно различны.
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На рисунке 1,6 лучи АВ и CD одинаково направлены, лучи АВ
и АС (АВ и АС — один и тот же луч) также одинаково направлены.

Если два луча параллельны или лежат на одной прямой, но не

одинаково направлены, то они называются противоположно
направленными. На рисунке 2, а лучи АВ и CD противоположно
направлены. На рисунке 2, б лучи АВ и CD противоположно
направлены. Дополнительные лучи одной прямой (например, лучи
ВА и ВС на рисунке 2, б) также противоположно направлены.

Множество всех лучей (на прямой, на плоскости или в

пространстве), обладающих тем свойством, что любые два луча этого

множества одинаково направлены, называется направлением

(соответственно на прямой, на плоскости или в пространстве). На

прямой существуют два направления, а на плоскости и пространстве
—

бесконечное множество направлений. Если на прямой одно из

возможных направлений выбрано в качестве положительного, то

прямая называется направленной.

§ 2. Направленные отрезки

1. Отрезок называется направленным, если принимается во

внимание порядок, в котором заданы его концы. Пусть задан отрезок
с концами в точках А и В. Если А — первая точка, а В —

вторая, то точка А называется началом, а В — концом этого

направленного отрезка; его обозначают так: АВ. На рисунке
направленный отрезок отмечается стрелкой, обращенной к его концу. Так, на

рисунке 3 изображены отрезки АВ и CD.
В целях общности удобнее рассматривать каждую точку А как

частный случай направленного отрезка (начало и конец которого

совпадают). Его называют нулевым направленным отрезком и

обозначают так: АА.
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Рис. 3

Рис. 4

Длиной ненулевого отрезка АВ называется

длина отрезка АВ. Длина направленного
отрезка АВ обозначается символом \АВ\ или просто
АВ. Длина нулевого направленного отрезка
считается равной нулю.

Пусть А и В — две точки. Если

рассматриваются обычные (ненаправленные) отрезки, то

АВ и ВА — один и тот же отрезок (одно и то же

множество точек). Если же рассматриваются

направленные отрезки, то АВ и ВА — разные

отрезки. Каждый из отрезков АВ и ВА

называется противоположным другому. Если АА —

нулевой направленный отрезок, то противоположным

считается тот же отрезок АА.

Ненулевые отрезки АВ и CD называются

одинаково (противоположно) направленными, если одинаково

(противоположно) направлены лучи АВ и CD. Нулевой направленный
отрезок считается одинаково направленным с любым направленным
отрезком.

Ненулевой отрезок АВ определяет направление, а именно то

направление, которому принадлежит луч АВ. Нулевой отрезок
АА не определяет никакого направления.

2. Отрезки АВ и CD называются эквиполлентными, если они

одинаково направлены и имеют равные длины (пишут: AB=CD).
На рисунке 4 изображен квадрат ABCD. Отрезки АВ и DC

эквиполлентны, так как они одинаково направлены и их длины

равны. Отрезки AD и ВС также эквиполлентны. Отрезки АВ и

AD не эквиполлентны (их длины равны, но направления различны),
точно так же не эквиполлентны отрезки АВ и DE (они одинаково

направлены, но их длины различные). Ясно, что любые два нулевых
направленных отрезка эквиполлентны.

Используя рисунок 5, а — г, самостоятельно докажите

следующее утверждение, которое часто принимается за признак

эквиполлентности направленных отрезков. Направленные отрезки АВ

а в

С D

а)

АВ CD

г)



и CD эквиполлентны тогда и только тогда, когда середины
отрезков1 AD и ВС совпадают.

Заметим, что отношение эквиполлентности удовлетворяет трем
условиям:

1. АВ =АВ для любого направленного отрезка АВ.

2. A6=CD^CD=A8.

3. (JB=~CD и CD=~EF)=^AB=~EF.
Следовательно, это отношение является отношением

эквивалентности на множестве всех направленных отрезков пространства.

§ 3. Векторы

1. Пусть W—множество всех направленных отрезков
пространства. Отношение эквиполлентности, заданное в этом множестве,

является отношением эквивалентности. Каждый класс

эквивалентности этого отношения называется вектором (или свободным

вектором). Итак, вектор
— это элемент фактор-множества V= W/= .

Векторы обозначаются одной буквой, над которой ставится стрелка:

а9 Ь, ->•> или одной буквой полужирного шрифта: а, Ь, с, ... .

Таким образом, вектор — это множество всех направленных
отрезков, любые два из которых эквиполлентны. Если хотя бы один
из направленных отрезков этого множества нулевой, то все

направленные отрезки множества нулевые. В этом случае вектор

называется нулевым или нуль-вектором и обозначается через О-

Пусть а — данный вектор, т. е. класс эквивалентности

отношения = . Если АВ —представитель этого класса (т. е. АВ?а\ то

АВ определяет весь класс эквивалентности, т. е. вектор а. В этом

случае вектор а обозначается через ЛВ и на рисунке изображается
в виде направленного отрезка АВ.

Заметим, что запись а= Ь (читается: «вектор а равен вектору^»)
означает, что множество а совпадает с множеством Ь, т. е. а и Ь —

один и тот же вектор, но по-разному обозначенный. В частности,

запись AB = CD означает, что АВ и CD—один и тот же вектор

(т. е. что отрезки АВ и CD эквиполлентны). Имеет место следующая
лемма о равенстве векторов.

__

Лемма. Если AB= CD, то AC=BD.

? По условию леммы AB= CD, поэтому AB=CD. По
признаку эквиполлентности направленных отрезков середины отрезков AD

и СВ совпадают (рис. 5, а). Рассмотрим отрезки АС и BD. Так как

1
Отрезки AD и ВС могут быть нулевыми. Серединой нулевого отрезка АА

•читается точки 1
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Рис. 6.

AD и СВ совпадают, то AC=BD, следова-середины отрезков

тельно, AC=J3D. Щ
2. Пусть а — произвольный вектор, а О — некоторая точка

пространства. Докажем, что существует одна и только одна точка М

такая, что ОМ= а. Действительно, допустим, что АВ ?а.

Рассмотрим середину С отрезка ОВ (этот отрезок может быть и нулевым)
и возьмем точку Af, симметричную точке А относительно точки С

(рис. 6, а, б). По признаку эквиполлентности двух направленных

отрезков ОМ=АВ, поэтому ОМ = а.

Докажем теперь, что М — единственная точка такая, что ОМ=

= а. Пусть ОМ' = а. Тогда ОМ = ОМ'. По лемме о равенстве

векторов получаем: 00=ММ' =>- \00\ = \ММ'\ =^0= \ММ'\, т. е^
точки М и М' совпадают. Итак, если даны произвольный вектор а

и некоторая точка О, то существует одна и только одна точка М

такая, что ОА1= а.

Построение точки М условимся называть откладыванием

вектора а от точки О.

3. Говорят, что вектор а параллелен прямой I, если любой его

представитель параллелен этой прямой или лежит на ней. Нулевой
вектор считается параллельным любой прямой. Очевидно, если

вектор а параллелен прямой /, то он параллелен любой прямой,
параллельной прямой /.

Векторы а и Ь называются коллинеарными, если существует

прямая, которой они параллельны. Отметим, что если из двух
векторов по крайней мере один нулевой, то эти _векторы коллинеар-
ны. Запись а\\Ь означает, что векторы а и b коллинеарны. На

рисунке 7 ЛВЦСД AB\\GH. На этом же рисунке векторы MN

и GH не коллинеарны.

А В n

В

Рис. 8
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Рис. 9 Рис. 10

Замечание. Пусть а и b — коллинеарные векторы. Отложим

эти векторы от произвольной точки О пространства: ОА=а,

ОВ= Ь (рис. 8). Отрезки ОА и^ ОВ имеют общее начало, и в силу

коллинеарности векторов а и b они лежат на одной прямой линии.

Это свойство поясняет термин «коллинеарные векторы».
4. Пусть а и b — коллинеарные векторы^ а АВ и CD — какие-то

представители этих векторов: АВ?а, CD?b. По определению

коллинеарности векторов отрезки АВ и CD параллельны или лежат

на одной прямой. Векторы а и b называются одинаково

направленными, если одинаково направлены отрезки АВ и CD (рис. 9, а),
и противоположно направленными, если противоположно
направлены эти отрезки (рис. 9, б). Ясно, что свойство двух векторов
быть одинаково (противоположно) направленными не зависит от

выбора представителей этих векторов.

Запись а\\Ь будет означать, что векторы а и b одинаково

направлены, а запись а\\Ь — что эти векторы противоположно

направлены. На рисунке 7 AB\\GH. На рисунке 8 ОА f f ОВ. Так
как нулевой направленный отрезок одинаково направлен с любым

направленным отрезком (п. 1 из § 2), то Of fa, где а — произвольный
вектор.

5. Рассмотрим произвольный вектор а и от какой-нибудь точки

А отложим вектор АВ = Ъ,. Вектор ВА называется вектором,
противоположным вектору а, и обозначается через —а. На рисунке 10

изображен параллелограмм ABCD. Вектор CD является вектором,

противоположным вектору АВ, так как CD = BA. Вектором, противо-
—>- —>¦

_^ _

положным вектору ВАУ является АВ, поэтому —(— а) = а.

Вектором, противоположным нуль-вектору, является нуль-вектор.
6. Длиной вектора называется длина любого представителя

этого вектора. Длина нулевого вектора равна нулю. Длины векторов

a, b, АВ обозначаются так: |a|, |ft|, \AB\.
Вектор называется единичным, есл*С его длина равна единице.

Замечание. В математике и ее приложениях (в механике,

физике и т. д.), кроме свободных векторов, используют и так

называемые скользящие и связанные (или приложенные) векторы.

Скользящий вектор
— это множество одинаково направленных

10



отрезков одной прямой, имеющих равные длины. Таким вектором
можно представить силу, приложенную к абсолютно твердому телу.

Связанный вектор
— это направленный отрезок. Если АВ и CD —

связанные векторы, то AB= CD тогда и только тогда, когда

совпадают точки А и С, а также точки В и D. Связанным вектором

представляют, например, вектор скорости частиц жидкости,
движущейся с завихрениями; здесь каждая частица имеет свой вектор

скорости, который не является вектором скорости для соседней
частицы.

В настоящем курсе геометрии применяются только свободные

векторы, которые будем называть векторами, опуская для
краткости слово «свободный».

§ 4. Сложение и вычитание векторов

1. Введем операцию сложения векторов, которая играет важную
роль в векторной алгебре. Возьмем произвольные векторы а и

Ь. От какой-нибудь точки А отложим вектор АВ= а, затем от

точки В отложим вектор ВС= Ь. Вектор АС==с называется суммой

векторов а и b и обозначается так: с = а-\-Ь (рис. 11).
Покажем, что вектор с определяется с помощью векторов а и b

однозначно, независимо от выбора точки Л, от которой
откладывается вектор а. Пусть вместо точки А взята другая точка А\ и

выполнено аналогичное построение: А\В\ = а, В\С\ = Ь. Докажем,

что АС=А\С\. Так как АВ= А\В\ и ВС= В\С\, то по лемме

о равенстве векторов (п. 1, § 3) АА\ = ВВ\ и BBi = CCu т. е. АА\ =

= СС\. Отсюда по лемме о равенстве векторов АС=А\С\.
Заметим, что для нахождения суммы двух неколлинеарных

векторов приходится строить треугольник (ААВС в принятых выше

обозначениях). Поэтому указанное здесь правило сложения векторов
и в общем случае называется правилом треугольника. Это правило
можно сформулировать так: для любых точек Л, В и С

справедливо равенство

АВ + ВС=АС. (1)

Применив это правило к точкам Л, В, Л, получим: АВ+ ВА =АА.

Рис. 11

И



Аналогично АВ-\-ВВ =АВ, АА+АВ =АВ. Таким образом, для
любого вектора а

а+ { — а)= 0, (2)
а + 0= а и 0 + а= а. (З)

Если слагаемые векторы не коллинеарны, то для построения их

суммы можно пользоваться другим способом — правилом
параллелограмма, которое хорошо известно из курса физики средней школы.

На рисунке 12 дано построение суммы р векторов а и b по этому

правилу.
2. Докажем теорему о сложении векторов.

Теорема. Для произвольных векторов a, b и с справедливы
следующие^равенства:

1°. a-\-b = b-\-a (переместительное свойство или свойство

коммутативности).
2°. (a-\-b)-\-c = a-\-(b-\-c) (сочетательное свойство или свойство

ассоциативности).
? 1°. Пусть а и b — произвольные векторы. От какой-нибудь

точки А отложим_векторы АВ= а, AD= b, а затем от точки^В
отложим вектор ВС = Ь (рис. 13). Согласно построению AD=BC,

поэтому по лемме о равенстве векторов ЛВ= ?С, т. е. DC = a.

По правилу треугольника АВ-\-ВС =АС и ЛЬ + ?С=ЛС,

следовательно, а-\-Ь=АС, Ь-\-а=АС. Отсюда следует, что а-\-Ь и

Ь-\-а — один и тот же вектор.

2°. Пусть a, b и с — произвольные векторы. Возьмем какую-

нибудь точку А и отложим последовательно векторы АВ= а, ВС= 6,

CZ)= c (рис. 14). По правилу треугольника ЛВ+ ВС=ЛС, ЛС+

+ CD=>4D, поэтому (a + b)-\-c =AD. С другой стороны, BC+ CD =

=BD ъ AB-\-BD=Ap, поэтому а+ (6 + с)=Л/Х Отсюда следует,
что (а+ Ь)-\-с и а+ (6 + с)^один и тот же вектор. Щ

3. Суммой векторов а, Ь и с будем считать вектор р = (а+ &)+ ?.
На основании теоремы о сложении векторов р = а+ (& + ?), поэтому

lb / \ ^
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при записи суммы трех векторов
можно опустить скобки и

записать ее в виде а+ 6 + с. Более

того, можно доказать, что сумма

трех векторов не зависит от

порядка слагаемых. В самом деле,

докажем, например, что 5+ 5+
+ с= Ь + с + а:

a+J+c=a+(b + c)=
Рис'15

= (b + c)+ a= b + c+ a.

Здесь применена теорема о сложении векторов.

Аналогично^можно определить и сумму большего числа

векторов. Пусть а\, а,2, ..., ал
—

произвольные векторы (м>3). Их суммой
называется вектор (ai + a2 + ... + art-i)+ an и обозначается так:

5i + a2 + ... + an. На рисунке 15 показано построение суммы п

векторов при /г = 5: ОАъ= а\-\-а2 + аз + а4 + аъ.

Это правило построения суммы нескольких векторов

называется правилом многоугольника.
По аналогии с предыдущим можно убедиться в том, что сумма п

векторов не зависит от порядка слагаемых.
4. Разностью векторов а и Ь называется такой вектор х, что

6 + х= а. (4)

Докажем, что разность любых векторов а и Ь существует и

определяется однозначно.
Сначала предположим, что вектор х, удовлетворяющий

равенству (4), существует, и выразим его через векторы а и Ъ. Прибавим
к обеим частям равенства (4) вектор

— Ь: ( — &) + (6 + х)= ( — &)+ а.

К левой части этого равенства применим сочетательный закон,
а к^правой части — переместительный закон сложения векторов:

(( — 6)+ 6)+ jc = a+ ( — b). Отсюда следует, что

х= а+ (— Ь). (5)

Итак, доказано, что если вектор х, удовлетворяющий
равенству (4), существует, то он определяется однозначно формулой (5).
Но вектор a+ (— b) действительно удовлетворяет уравнению (4):
6 + (a+ (— b))= b-\-(( — 6)+ а)= (& + (— 6)) + а= а. Таким образом,
формулой (5) однозначно ^определяется разность ^векторов а и Ь.

Разность векторов а и b обозначается так: а— Ь. Из формулы (5)
получаем:

a-b = a+(-h (6)

По правилу треугольника АВ-\-ВС=АС, поэтому согласно

равенству (4) _>._>_>.

ВС=АС-АВ. (7)
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Следовательно, для любых точек Л, В, С справедливо
равенство (7).

Замечание. В векторной алгебре часто встречается

выражение вида а — Ь + с или a-\-b + c — d и др. По аналогии с

равенством (6) эти выражения означают:

а+ (— Ь)+ сч a + b + c + ( — d).

5. Иногда ошибочно считают, что при сложении векторов их

длины складываются. На самом деле длина суммы двух векторов в

общем случае не равна сумме длин слагаемых.

Можно доказать, что для произвольных векторов а и b

справедливы следующие соотношения:

|2+б|<|5| + |6|, (8)

\а-Ь\ <|а| + |?|. (9)
В соотношении (8) знак равенства имеет место только в том

случае, когда а\\Ь, а в соотношении (9) только в том случае,

когда а |46 или один из векторов а и b нулевой.
Пользуясь правилом треугольника, докажите эти утверждения

самостоятельно.

§ 5. Умножение вектора на число

1. Произведением вектора а^на действительное (вещественное)
число а называется вектор р, который удовлетворяет условиям:

а) |p| = |a|-|a|, где |а| —абсолютное значение числа а;

б) р \\ау если а^О и р f фа, если а<0.

Такой вектор р обозначают через аа.

Нетрудно убедиться в том, что при любых а и а вектор р
определяется однозначно. _^ _^ _^ _>.

На рисунке 16 АС=2АВ и BD=(—3)AB. Из условия а)
следует, что р

= 0 тогда и только тогда, когда а = 0 или а= 0. Таким

образом, -

осО = 0, 0а= 0. (1)

2. Для дальнейшего изложения понадобится следующая лемма.

Лемма. Если при гомотетии1 с центром О и коэффициентом

k треугольник ОАВ переходит в треугольник ОА'В', то А/В/ =

= kAB.
? По определению гомотетии ОА' =\k\OA, OB'=\k\OB (см.

рис. 17, а и б), поэтому АОАВооОА'В''. Отсюда следует, что

A'B'=\k\AB, A'B'\\AB. Если ?>0, то точки В и В' лежат в

одной полуплоскости с границей ОА (рис. 17, а), поэтому

1
Напомним, что гомотетией с центром О и коэффициентом k (где кФ§)

называется такое преобразование точек плоскости, при котором произвольная точка М

переходит в точку М' такую, что ОМ' =kOM.
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Рис. 16

Рис. 17

А'В' \\АВ, следовательно, А'В' =

—>-

= kAB. Если &<0, то точки В и В'

лежат в разных полуплоскостях
с границей ОА (рис. 17, б),

поэтому А'В' \\АВ, т. е. и в этом

случае AfB'= kAB. Щ
Докажем теперь теорему об

умножении вектора на число.

Теорема. Для произволу
ных чисел а, Р и векторов а,

b справедливы следующие
равенства:

1°. Ьа=аи — Ьа=— а.

2°. а(Ра)= (аР)а.
3°. a(a+ b)= aa+ ab.

4°. (а + Р)а= аа+ра.

? Свойство 1° непосредственно следует из данного выше

определения произведения вектора на число. Если хотя бы одно из

чисел ос, р равно нулю или хотя бы один из векторов а и b

нулевой, то справедливость остальных свойств очевидна.

Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда а=^0, Р=т^0, афО,

ЬфО. Ниже приведены доказательства свойств 2°, 3° и 4°.

2°. Пусть р = а(ра), q = (a$)a. По определению
произведения вектора на число \р\ = |а| |ра| = |а| |р| |а|, |д| = |ар| |а| =
= |а||Р||5|.

Отсюда следует, что |р| = |^|. Докажем, что p\\q. Возможны

два случая: ар>0 и ар<:0. Рассмотрим первый случай. Так как

р = а (р5), а числа аир одного знака, то векторы р и а одинаково

направлены. Но векторы^==(аР)-а и а также одинаково

направлены, следовательно, p\\q^ Аналогично убеждаемся в jom, что и в

случае оср<0 получим: p^\\q. Учитывая равенства |р| = |^|,
приходим к выводу, что оь(Ра) = (аР)а.

3°. От какой-нибудь точки А отложим вектор АВ= а, а затем

от точки В — вектор ВС— b. По правилу треугольника АВ-\-ВС=

=ЛС, т. е. АС= а+ Ь.

Рассмотрим гомотетию с коэффициентом а и с центром в

некоторой точке О, не лежащей на прямых АВ, ВС и АС. Пусть
А', В' и С' — образы точек Л, В и С. По предыдущей лемме

А7Ж, = аАВ, Wc=aBC, ~ArCf = aAC или 'ХГВ, = аа% Wc^ab,
15



осдГ В /За" С С /За В осдГ
>» »» «* ««:

<х>0, fi>0 сх<0, /5<0

а) 6)
Рис. 18

А'С'= а(а-\-Ь). С другой стороны, по правилу треугольника

Л7С;=Л787+ В7СУ, т. е. a (a+ b)= aa+ ab.
4°. Рассмотрим два возможных случая: а) а^>0 и б) ар<0.

а) оф> 0. От некоторой точки А отложим вектор АВ= аа, а затем

от точки В — вектор BC= fia (рис. 18, а, б). Отсюда следует, что

ЛЯ=|а||а|, ЯС=|р||а|. Так как ар>0, то АВ\\ВС, поэтому
точка В лежит между точками А и С, следовательно, АС=АВ-\-ВС
или АС= |ос| \а\ + |р| \а\. Но числа аир имеют одинаковые знаки,

поэтому |а| + |р| = |а + р|. Таким образом,

ЛС=|а+ р||Я|. (2)

Векторы АС и а одинаково направлены, если а>0, р>0, т. е.

если а+ р>0 (рис. 18, а), и противоположно направлены, если

а<0, Р<0, т. е. а + р<0 (рис. 18,6). Поэтому, учитывая

равенство (2), получаем: ЛС=(а + р)а. С другой стороны, АС=АВ+

+ВС= аа+ Ра. Таким образом, (а + Р) а= аа+ра.
б) ар<0. Если а + р= 0 (т. е. а = — Р), то левая часть равенства

4° есть нуль-вектор. Докажем, что в этом случае и правая часть

есть нуль-вектор. В самом деле, аа+ ра= аа+(— а) а= аа— аа= 0.

Рассмотрим случай, когда а + р=^0. Так как аир имеют

разные знаки, то либо —а, (а + Р), либо — р, (а + Р) имеют один

и тот же знак. Пусть, например, —а и а+ Р, имеют один и тот^же
знак. Тогда по доказанному (— а) а+ (а + Р) а= (( — а)+ (а + Р)) а=
= Ра или (а + Р) а=аа+ ра. Ц

§ 6. Линейная зависимость векторов

1. Докажем теорему о коллинеарных векторах, которая часто

используется в дальнейшем изложении.

Теорема 1. Если векторы а и Ь коллинеарны и афО, то

существует единственное число а такое, что

Ь = аа. (1)
? Сначала докажем существование числа а, удовле^оряющего

равенству (1). Так как а\\Ь, то либо а\\Ь, либо а\\Ь. В первом

161 \Ь\ „

случае положим а=—, а во втором случае а= . По опре-
151 |5|

делению произведения вектора на число и в первом и во втором

случае получаем равенство (1).
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Рис. 19

Докажем теперь, что число а,

удовлетворяющее условию (1), определяется
однозначно. Предположим, что каким-

то другим способом мы нашли число ai

такое, что Ь = а\а. Отсюда _и из

равенства (1) следует, что jxa= aia или

(a —ai) а= 0. Так как афО, то a — ai = 0,
т. е. a = ai. |

2. Говорят, что вектор а параллелен
плоскости <т, если он параллелен

некоторой прямой, лежащей в этой

плоскости. Очевидно, если вектор а параллелен
плоскости а, то он параллелен любой

плоскости, параллельной плоскости а.

Векторы a, b и с называются

компланарными, если существует плоскость,

которой они параллельны. Отметим, что

еели по крайней мере один из

векторов a, b и с нулевой, то эти векторы компланарны. Действительно,

пусть, например, с = 0. От какой-нибудь точки О пространства

отложим векторы ОА=а, ОВ = Ь, ОС = с. Через точки О, Л и В

проходит плоскость, которой параллельны векторы a, b и с,

поэтому они компланарны.

Рис. 20

На рисунке 19 изображен параллелепипед. Векторы АВ, А\В\

и АС компланарны, а векторы^ЛВ, AD и АА\ не компланарны.
Замечание. Пусть a, b и с — компланарные векторы.

Отложим от произвольной точки О пространства векторы ОА = а,

ОВ= Ь и ОС= с. Так как векторы a, b и с компланарны, то

точки О, Л, В и С лежат в одной плоскости (рис. 20). Это свойство
поясняет термин «компланарные векторы».

Докажем теорему о компланарных векторах.

J е о р е м а 2. Если векторы a, b и с компланарны, а векторы

а, Ь не коллинеарны, то существуют единственные числа а и $
такие, что

с = аа+ $Ь. (2)

? Сначала докажем существование чисел аир,
удовлетворяющих равенству (2).

Отложим от некоторой точки О векторы ОА=а, ОВ = Ь,

ОС= с. Эти векторы компланарны, поэтому точки О, Л, В, и С лежат

в одной плоскости, причем точки О, Л и В не лежат на одной

прямой (векторы ОА = а и ОВ= Ь не коллинеарны).
Если точка С лежит на прямой ОВ (рис. 21, а), то векторы

17



Рис. 21

OB= b и ОС= с коллинеарны, поэтому по теореме о коллинеа^-
ных векторах существует такое число р, что c = fib или с = 0-а-\-$Ь
Таким образом, имеет место равенство (2). Рассмотрим случай
когда точка С не лежит на прямой ОВ (рис. 21,6). Проведем
прямую CCi, параллельную прямой Об, где С\—точка прямой ОА

По правилу треугольника ОСх = ОС + ССх. Но ОСх\\ОА, ^С\\ОВ
поэтому существуют числа аир такие, что ОС\ = аа, С\С= $Ь
Следовательно, OC= aa+pft, т. е. имеет место равенство (2).

Докажем теперь, что числа аир, удовлетворяющие
уравнению (2), определяются однозначно. Предположим, что _каким;ТО
другим способом мы нашли числа ai и Pi такие, что с = оца-\^
+ Pife. Отсюда и из равенства (2) получаем: (a — ai) a + (P — Pi) 6 = 0.
Мы утверждаем, что a — ai=0 и p — Pi=0. В самом деле, если,

например, допустить, что a — ai=^0, то из предыдущего векторного

равенства получаем: а=^Е^ Ь> что невозможно, так как по

условию теоремы векторы а и Ь не коллинеарны. Щ
3. Рассмотрим систему векторов

ai, a2, ..-, ап (3)

и зададим^ действительных чисел ai, осг, ..., an. Вектор Ь =

= а\а\ +a2a2 + ... + anan называется линейной комбинацией
данных векторов а\, аг, •••, ап._Говорят также, что вектор b линейно

выражается через векторы щ, Ъ,<±, ..., ап.

Система векторов (3) называется линейно зависимой, если

существуют числа ai, аг, ..., ал, среди которых хотя бы одно отлично

от нуля, и такие, что

aiai+a2a2+ --- + ana„= 0. (4)

Если же равенство (4) справедливо только при ai = a2 = ... = an = 0,
то система векторов (3) называется линейно независимой.

При /г=1 имеем систему, состоящую из одного вектора. Легко

видеть, что такая система будет линейно зависимой тогда и только

тогда, когда вектор системы нулевой.
Рассмотрим некоторые свойства системы линейно зависимых

векторов.
1°. При п> 1 система векторов (3) линейно зависима тогда и
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только тогда, когда хотя бы один из них является линейной

комбинацией остальных векторов этой системы.

? Пусть система векторов (3) линейно зависима. Это значит,
что имеет место равенство (4), где отлично от нуля по крайней
мере одно из чисел ои, аг, ..., ал. Пусть а^О (k — одно из

чисел 1, 2, ..., п). Равенство (4) перепишем в виде а*= -а—

a<i —... ak-\ a*+i —••• an. Следовательно, век-
OLk &k at art

тор a,k является линейной комбинацией остальных векторов
системы (3).

Обратно, пусть в системе (3) вектор а* является линейной

комбинацией остальных векторов:

ak = $\a\ + ... + Pfe—i#fc_i + pfc+iafc+i + ... + pnan.

Это равенство можно записать так:

Piai + ... + |3*_ia*_i+(— l)a* + p*+ia*+i + ... + pnan==On,

и, следовательно, система векторов (3) линейно зависима (так как

коэффициент при а* отличен от нуля).
2°. Если часть данной системы векторов линейно зависима, то

и вся система линейно зависима.

? Пусть дана система векторов (3) и известно, что система

векторов щ, а,2, ..., ае(е<п) линейно зависима. Следовательно,
существуют числа ai, ao, ..., ae, среди которых^хотя бы одно отлично

от нуля, и такие, что а\щ + а2а2+... + аД?= 0. Это равенство
можно переписать так:

aiai + a2a2 + ... + aeae+ 0ae+i + ... + 0a„ = 0.

Таким образом, система векторов (3) также линейно зависима. В
Из предыдущего вытекает следующее утверждение (3°).
3°. Система линейно независимых векторов не содержит

нулевого вектора.
4°. Если система векторов линейно независима, то любая ее

часть также линейно независима.

Предлагаем доказать это утверждение самостоятельно,

пользуясь методом от противного.
4. Докажем далее две теоремы, которые раскрывают

геометрический смысл линейной зависимости векторов.

Теорема 3. Система векторов a, b линейно зависима тогда
и только тогда, когда эти векторы^коллинеарны.

? Пусть система векторов a, b линейно зависима. По свойству
1° хотя бы один из векторов линейно выражается через^ другой.
Пусть, например, Ь=-<ха. Следовательно, векторы а и b колли-

неарны. ^ _

Обратно, пусть векторы а и Ь^ коллинеарны. Если а= 0, то

по свойству 3° система векторов a, b линейно зависима. Если афО,
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то по теореме о коллинеарных векторах Ь = аа. Отсюда

аа+(—l)b = a, т. е. система векторов^а, Ь линейно зависима. Щ
Теорема 4. Система векторов а, Ь, с линейно зависима тогда

и только тогда, когда эти векторы компланарны.

? Пусть система векторов а, Ь, с линейно зависима:

aa+ fib + yc= Oy причем хотя бы один из коэффициентов а, р, у

отличен от нуля. Докажем, что векторы а, Ь и с компланарны.
Если хотя бы один из коэффициентов а, р или у равен нулю,
то это утверждение очевидно. Действительно,^если, например, у= 0,
то аа+ рб = 0 и по теореме 3 векторы а и b коллинеарны,

следовательно, векторы а, бис компланарны. Рассмотрим случай, когда

ос#0, р=^0, уфЪ. _^

Отложим от некоторой точки О вектор ОЛ= аа, затем от точки

А вектор ЛВ= рЬ. Так как ОА+АВ= ОВ, то аа+ $Ь = ОВ. С

другой стороны, аа+ р&=—ус, поэтому ОВ=—ус. Через точки О,
А и В проходит плоскость а. Так как ос=^=0, Р=^0, ?=й=0, то из

равенств ОА= аа, ЛВ= рб и ОВ=—ус следует, что векторы а,

b и с параллельны плоскости а, поэтому они компланарны.

Обратно, пусть а, 6, с компланарны. Если а\\Ь, то по теореме 3

векторы а и b линейно зависимы и по свойству 2° система а, 6, с

линейно зависима. Если векторы а и b не^ коллинеарны, то по

теореме о^ компланарных векторах с = аа-\-$Ь. По свойству 1°

система а, Ь, с линейно зависима. |

§ 7. Координаты вектора

1. Докажем теорему о разложении вектора по трем
некомпланарным векторам.

Теорема 1. Если векторы а, Ь и с не компланарны, то для
любого вектора р существуют единственные числа а, р и у такие, что

р = аа+ $Ь + ус. (1)
? Докажем сначала существование чисел а, р и у,

удовлетворяющих равенству (1). Отложим от некоторой точки О пространства

векторы ОА= а, ОВ= Ь, ОС= с, ОР=р. Так как векторы а, 6, с

не компланарны, то точки О, Л, В и С не лежат в одной
плоскости (рис. 22).

Если точка Р лежит на прямой ОС (рис. 22, а), то векторы ОС= с

и ОР=р коллинеарны, поэтому по теореме о коллинеарных

векторах р = ус или р = 0а-\-0Ь-{-ус. Мы видим, что имеет место

равенство (1). Рассмотрим случай, когда точка Р не лежит на прямой ОС.

Проведем через точку Р прямую РРи параллельную прямой ОС,
где Pi — точка пересечения этой прямой с плоскостью ОАВ (рис. 22 б).
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В В

а) б)
Рис. 22

Так как векторы a, b и ОР\ компланарны, то по теореме о

компланарных векторах существуют числа аир такие, что ОР\=аа-\-$Ь.

С другой стороны, векторы Р\Р и с коллинеарны, поэтому

существует число 7 такое, что Р{Р = ус. По правилу треугольника

ОР=ОР1 + Р1Р, поэтому р = аа+ $Ь + ус.
Докажем теперь, что числа а, р, у, удовлетворяющие

равенству (1), определяются однозначно. Предположим, что ^каким^-то
другим способом мы нашли числа oti, Рь yi такие, что p = otja+

+ $\Ь-\-у\С. Отсюда и из равенства (1) получаем: (а — а\)а-\-
+ (Р — Pi) b-\-(y — 71) с = 0. Так как векторы a, b и с не

компланарны, то по теореме 4 из § 6 они линейно независимы и потому
a —ai=0, p — Pi=0, 7

— 71=0 или a = ai, P = Pi, 7 = 71. Щ
Следствие. Любая система, состоящая более чем из трех

векторов, линейно зависима.

? Учитывая свойство 2° (§ 6), достаточно рассмотреть систему,

состоящую из четырех векторов:

а, 6, с и d. (2)

Если векторы а, 6, с компланарны, то по теореме 4 из § 6 они

линейно зависимы, поэтому по свойству 2° § 6 вся система (2)
Линейно зависима. Если векторы a, b и с не компланарны, то по

доказанной теореме вектор d является линейной комбинацией

векторов a, b и с, поэтому по свойству 1° § 6 система (2) линейно
зависима. |

2. Построенное множество V=W/= свободных векторов
называется трехмерным векторным пространством1.

Базисом векторного пространства называется такая система

векторов, которая задана в определенном порядке и

удовлетворяет условиям:
а) система линейно независима;

1
Понятие векторного пространства дается в курсе алгебры. Обзор основных

фактов теории векторных пространств дан ниже, в § 83.
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б) любой вектор пространства является линейной комбинацией
данной системы векторов.

Число векторов базиса называется размерностью векторного
пространства.

Нетрудно доказать, что любая система трех некомпланарных

векторов, взятых в определенном порядке, образует базис

векторного пространства. Действительно, пусть е\, #2, ?з — некомпланарные
векторы. По теореме 4 из § 6 эта система линейно независима,
а по теореме 1 любой вектор пространства линейно выражается
через ??ь е2у ?3.

Ясно также, что любой базис пространства V состоит из трех

векторов. В самом деле, по следствию из предыдущей теоремы
базис пространства V не может состоять более чем из трех
векторов, базис не может состоять менее чем из трех векторов,
так как, если, ^например, предположить, что он состоит из двух

векторов а и 6, а о — плоскость, параллельная этим векторам,

то для^ любого вектора р пространства имеем: р = аа+ |36,
поэтому р параллелен плоскости а, что невозможно.

Таким образом, число три является размерностью векторного
пространства V\ такое векторное пространство называется

трехмерным векторным пространством.

Пусть ei, ?2, ez — базис векторного пространства 1Л_Сами векторы
называются базисными векторами, причем ^вектор е\ называется

первым базисным векто{юм^?2 — вторым, а е3_—третьим. Этот
базис обозначается так:^, ?2, |з ши^(е\, в2, вз). Важно отметить,
что (еь е2, ег), (?2, ?ь ?з) или (е3, ?2, е\) — разные базисы.

3. Введем понятие координат вектора в данном базисе. Пусть
?ь ?2, ег — данный базис, а а — произвольный вектор пространства.
По теореме 1 существуют единственные числа аи a<i, аз, такие,

что

а= а\е\ + a<ie<i -f- аз^з- (3)

Если написано равенство (3), то говорят, что вектор а

разложен по векторам базиса е\, ег, е$. Коэффициенты а\, аг, аз в

формуле (3) называются координатами
вектора а в этом базисе. Число а\
называется первой координатой, ag — второй,
г аз

— третьей. Если вектор а в данном

базисе имеет координаты а\, а^, аъ, то

коротко это пишут так: a(ai, аг, аз).
На рисунке 23 изображен

параллелепипед и указан базис е\, е%, еъ. Точка Е —

середина ребра СС\. Нетрудно убедить-

D,

с,

Е

/'

У^г

\
ез

D

А

в

Рис. 23

ся в том, что DB{\, 1, 0), DE(Q, l, -±-) ,

iiCi(—1, 1, 0), ЕА\{\, -I, -g-)-
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Действительно, найдем, например, координаты вектора ЕА\. По

правилу многоугольника EA\=EC\-\-C\D\-\-D\A\=-^-^z+ {—-^2)+e\ =

= 1 •?!+(— 1) ??2 + ~9"^з. Отсюда получаем координаты вектора ЕА\.

Отметим, что базисные векторы^ ei, #2, ез в_ самом базисе

имеют координаты: е\ (1, 0, 0), ?2 (0, 1, 0), ез (0, 0, 1), а

нуль-вектор в любом базисе имеет координаты (0, 0, 0).
Рассмотрим следующую задачу.

Задача. В базисе е\у #2, ез даны векторы а(а\, а2, аз) и

b{b\, 62, из). Найти координаты вектора р = Ал+ |д,6, где Я и (i
—

данные числа.

Решение. По определению координат вектора имеем:

а = а\е\-\га2е2 + азез, Ь = Ь\е\-\-Ь2е2 + Ьзез,

поэтому Ха= Ха\е\-\-Ха2е2 + ^азез, \xb = \xb\ei + м,&2?2 + м^звз. Сложив
эти равенства и воспользовавшись теоремами о сложении

векторов и о произведении вектора на число, получим: Xa-\-\ib =
= (ka\-\-\x,b\) e\-\-(ka2 + \ib2) ?2 + (А,аз + м.6з) ?з. Таким образом, вектор
p = Xa-\-\ib имеет координаты: р (Xai-\-\ibi, Xa2+ \ib2, Алз + М^з).

Применив рассматриваемую задачу к векторам а + b, а— Ь и

Хс, мы убеждаемся в справедливости следующих утверждений:
1°. Каждая координата суммы двух векторов равна сумме

соответствующих координат слагаемых векторов.
2°. Каждая координата разности двух векторов равна разности

соответствующих координат этих векторов.

3°. При умножении вектора на число каждая его координата
умножается на то же число.

Сформулируем еще одно утверждение, в котором выражен
признак коллинеарности векторов, заданных координатами.

4°. Для того чтобы векторы а{а\, аг, аз) и b (bu b2i 63V
заданные координатами в базисе е\, <?2, ез, были коллинеарны, необходимо

и достаточно, чтобы их координаты были пропорциональны.

? Если один из векторов а или b нулевой, то утверждение

очевидно, поэтому рассмотрим случай, когда афО и Ьфб.
Пусть а || Ь. По теореме о коллинеарных векторах существует

такое число А,, что Ь = Ха. По свойству 3° 6l = A,ai, 62 = ^2, &з = А,а3,

т. е. координаты векторов а и b пропорциональны.

Обратно, пусть координаты векторов а и b пропорциональны:
b\ = 'kau &2 = Ал2, Ьз = Хаз. Умножив эти равенства соответственно

на i?i, в2, ез и сложив, получаем: 6 = Ал, откуда следует, что

а\\Ъ. ¦
4. При решении задач метрического характера, т. е. задач,

связанных с вычислением длин отрезков (векторов) или величин углов,

удобнее рассматривать так называемые ортонормированные базисы.

Базис Г, /, k называется ортонормированным, если его векторы
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^?2

МЧУ1Н*1 = /

АЕ1ОЕг = LE,OE3=
LE20E3= 90°

Рис. 24

удовлетворяют двум условиям: а) \Т\ = \j\ -~

= \k\ = I (т. е. Г, / и ? — единичные

векторы) и б) если 0?i=r, ОЕ2= ], OE3= k, то

углы Е\ОЕ2, Е\ОЕз и Е2ОЕъ прямые (рис. 24).
Теорема 2. Длина вектора а(а\, а2у аз),
заданного координатами в ортонорми-

рованном базисе Г, J, k, вычисляется по

формуле
|а|=Уа?+ а! + а§. (4)

? Докажем сначала теорему для
случая, когда а\Ф0, а2Ф$, а3#0. Отложим

векторы а, Г, / и & от некоторой точки О

_^ ^
пространства: ОА= а, ОЕ{=1, OE2 = j,

ОЕз = к и построим прямоугольный параллелепипед так, как

показано на рисунке 25, а. По правилу многоугольника ОА = ОА\ +

+л7д, + Л7Л = ОЛ1 + ОЛ2 + ОЛз. Но ОЛ,||Г, поэтому 0%=al
Аналогично OA2= ftf, OAz=yk и поэтому ОА= ои + fij+yk или

а= аГ+Р/+ 7^. Мы видим, что а, р, 7
—

координаты вектора а,

т. е. a = ai, Р = а2, 7 = аз- Таким образом, OAi=a\I1 OA2 = a2],
ОАъ= аък и поэтому ОА\ = \а\\ , ОЛ2=|а2|, ОЛз=|аз1.

Квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен

сумме квадратов его измерений: OA2= OA\-\-OA2-{-OAl. Отсюда
получаем: |a|2 = a2 + a2+ a2 или формулу (4).

Формула (4) верна также и в том случае, когда некоторые

координаты вектора а равны нулю. Пусть, например, а2 = аз = 0.

Тогда a= aj, \а\ = laj \Т\ = \а\ I или \а\ =-ya?+ 02 + 02. Если одна

координата вектора а равна нулю, а две другие отличны от

нуля, например: аз= 0, а^ФО и а2=?0, то в предыдущем построении
точки А и А' совпадают (рис. 25,6). Четырехугольник ОА\АА2
является прямоугольником, поэтому ОЛ2 = 0Л2-\-ОА2. Отсюда \а\2 =

=а2+а2 или |a|=-\/af+a2+02. Щ

Ез\
О

-яг А'
а)
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§ 8. Скалярное произведение векторов

1. Пусть а и Ъ — ненулевые векторы. Отложим от произвольной
—>¦

_
—>- _.

точки О векторы ОА=а, ОВ=Ь и рассмотрим лучи ОА и ОВ

(рис. 26, а). Углом между векторами а и b называется угол между

лучами ОА и ОВ, т. е. угол АОВ, если эти лучи не совпадают.

Если лучи ОА и ОВ совпадают, то угол между ними считается

равным нулю. Угол между векторами а и b обозначается так:

(а, Ь). Так как два угла, стороны которых сонаправлены, равны

(рис. 26, б), то угол между данными векторами не зависит от

выбора точки О.
_

Два ненулевых вектора а и b называются взаимно

перпендикулярными, если (а, Ь)=-^-(пишут: aJ-b). Условимся считать, что

если хотя бы один из векторов а и b нулевой, то (а, 6)=-^-. Таким

образом, нуль-вектор перпендикулярен любому вектору
пространства. Итак, для любых векторов а и b имеем: 0^(5, &)<! л;.

Скалярным произведением двух векторов называется число,

равное произведению их длин на косинус угла между ними.

Скалярное произведение векторов а и b обозначается через ab.

Итак, по определению

ab=\a\\b\ cos (a, b). (1)

Из этой формулы мы заключаем, что ab = 0 тогда и только

тогда, когда аА-b. Это утверждение справедливо и в том случае,

когда хотя бы один из векторов а и Ь — нулевой, так как нулевой
вектор мы считаем перпендикулярным к любому вектору.

Из формулы (1) следует также, что^аа=|а|2. Число аа

называется скалярным квадратом вектора а и обозначается через а2.

Таким образом,

|a|=V^- (2)

Скалярное произведение двух векторов находит широкое
применение в различных разделах физики, в частности в механике.

Рассмотрим следующий пример. Пусть материальная точка М под

действием силы F переместилась из точки М\ в точку Мч по

Рис. 26
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прямолинейному пути. Как известно из физики, работа А силы F при
таком перемещении вычисляется по формуле А = \F\M\M2 cos ф,

>¦ _*

где ф
—

угол между векторами М\М2 и F. Из этой формулы

следует, что A = F-M\M2. Следовательно, работа постоянной силы

F, действующей на материальную точку при прямолинейном переме-
>-

—

щении М1М2, равна скалярному произведению векторов F и

ЛМ42.
2. Докажем следующую теорему, которая позволяет найти

скалярное произведение двух векторов, зная их координаты.
Теорема 1. Скалярное произведение векторов а(а\, а2, аз)

и b{b\, b2, Ьз), заданных в ортонормированном базисе, выражается
формулой

ab = a\bi + a2b2 + а36з- (3)

? Если хотя бы один из векторов а и b нулевой, то

справедливость формулы (3) очевидна, поэтому достаточно рассмотреть

случай, когда афО и ЬфО. Рассмотрим два возможных случая.

1) Векторы а и b не коллинеарны. От какой-нибудь точки О

отложим векторы ОА=а и ОВ=6 и рассмотрим треугольник ОАВ.

По теореме косинусов АВ2 = ОА2 + OB2 —20AOB cos а, где а = (а, 5).

Так как ЛВ= 6 — а, ОА= а, ОВ=Ь, то предыдущее равенство
можно записать так:

ab=±-(\a\2+\b\2-\b-a\2). (4)

Так как (b — a)(bi—a\y b2 — a2, Ьз — аз), то согласно теореме 2

§ 7 \Ь — а\2 = (Ь\—а\)2-\-(Ь2 — а2)2 + (Ьъ — аз)2. По той же теореме

|5|2 = а? + а!+ а§, \Ъ\2 = Ь\ +Ы+Ы (5)

Подставив эти значения в формулу (4), после элементарных

преобразований получаем формулу (3).
2) Векторы а и b коллинеарны. По теореме о коллинеарных

векторах существует такое число А,, что а= КЬ, следовательно,

a\=Xb\, a2 = kb2, а3 = М?з. (6)

По определению скалярного произведения аЬ=(ЩЬ=
= \Xb\ \b\cos(kb, b). Отсюда следует, что при любом К имеем:

ab = X\b\2. Но \Ь\2 = Ь\ + Ь\ +Ы поэтому ab = X(b2 + b22 + bl)=
= (kbi)bi-\-(kb2)b2-\-(Xb3) 63. Используя равенства (6), получаем

формулу (3). Щ
Следствие 1. Векторы- a (ai, a2y аз) и b (b\, b2, 63), заданные

в ортонормированном базисе, взаимно перпендикулярны тогда и

только тогда, когда

а\Ь\ +а2Ь2-\-азЬз = 0. (7)
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Следствие 2. Косинус угла между ненулевыми векторами

а{аи а2, а3) и b(bu b2, 63), заданными в ортонормированном

базисе, вычисляется по формуле

,- т\ а\Ь\-\-а2Ь2 + аъЬз /оч
cos (а, Ь)= , —, (8)

Va? + ai + a§ V^+^+ ^з
-»¦

-* nh

О Действительно, по формуле (1) cos (а, Ь)= ^
_

. Подста-
—— — — \а\ \Ь\

вив сюда значения aft, |a|, |й|, из формул (3) и (5) получим

(8). ¦
3. Основные свойства скалярного произведения векторов

сформулированы в следующей теореме.
Теор^м^а 2. Для произвольного числа а и произвольных

векторов а, В и с справедливы следующие равенства:

1°. aS=Ba.

2°. (aa) F=a (afi) и a (a5) = a (a5).
3°. (a+ ?)?=a?+5c.
П Выберем ортонормированный базис Г, /, /г и введем в рассмот-

{эение координаты данных векторов: а(а\, а2, аз), 5"(6i, 62, 63),
c(ci, с2, с3).

Ограничимся доказательством одного из равенств, например

равенства^ 3°, остальные равенства доказываются аналогично_. Так
как (a + t>)(a\+bu a2 + b2, а3 + &з), то по формуле (3) (а + В)с=
= (ai + bi)c{+(a2+ ^C2+ (az + b3)cz = (aiCi + a2C2 + a3Cs) + (biCi +
+ Ь2с2 + ЬгСз) = ас + Ьс. Щ

Следствие. Для произвольных векторов а, Б, с и 3

справедливо равенство (a+ 5)(c + 3)= a?+??+a3+ 53.
4. Используя скалярное произведение, выясним геометрический

смысл координат вектора в ортонормированном базисе. Пусть
a — ненулевой вектор, заданный в ортонормированном базисе

Г, J, Af координатами: a (ai, a2, аз). Это означает, что a= aif+ а2/+аъ&.
Умножив обе части этого равенства скалярно на Г, / и U и

учитывая, что JJ=JJ=UU=l, Г/ = /Й= /?= 0, получаем: ai=af, a2 = aj,
a$ = ak. Если ввести обозначения: cpi=(a, /), ф2 = (а, /), ф3 = (а, Л), то

предыдущие формулы принимают вид:

а\ = |a|cos ф1, а2= \а\ cos ф2, аз= \а\ cos ф3. (9)
Числа cos фь cos ф2, cos фз называются направляющими

косинусами вектора а в базисе Г, /, ? Из формул (9) следует, что

каждая координата вектора равна произведению длины этого

вектора на соответствующий направляющий косинус.
Подставив значения аь а2, а3 из (9J в первую формулу (5),

найдем: |a|2= |a|2 (cos2 ф1 +cos2 фг + cos ф3). Так как \а\Ф0, то

COS2 ф1 + COS2 ф2 + С082фз = 1. (10)
Таким образом, сумма квадратов направляющих косинусов

любого ненулевого вектора равна единице.
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Заметим, что координаты единичного вектора в

ортонормированном базисе равны направляющим косинусам этого вектора. Это

утверждение прямо следует из формул (9), если учесть, что |а| = 1.

5. Некоторые свойства скалярного произведения векторов
совпадают с соответствующими свойствами произведения чисел

(например, равенства 1°, 2° и 3° в теореме 2). Но скалярное произведение
имеет и специфические свойства, которыми не обладают
произведения чисел. Вот некоторые из них.

1) Скалярное произведение двух векторов есть число, т. е.

объект другой природы, тогда как произведение двух чисел

является числом, т. е. объектом той же природы.
2) Если аФ 0, то числовое уравнение ах= р имееет

единственное решение (x=—j. Аналогичное уравнение для скалярного

произведения векторов ах= В не имеет смысла (левая часть этого

равенства
— число ах, а правая

—

вектор В). Но можно ставить

вопрос о решении^уравнения вида ах= а, где а и х — векторы, а

—^число. Если а= б, а=т?0, то уравнение не имеет решений, ^сли а= б,
а = 0, то решением уравнения служит любой вектор х. Если же

афб, то уравнению ах= а удовлетворяет бесконечное множество

векторов, но не любой вектор х (в этом легко убедиться, если его

записать в^ координатах: а\Х\-\-0,2X2 + 0,3X3 = а). Таким образом,

уравнение ах= а никогда не имеет единственного решения.
3) Если аир — числа, то из равенства ap = 0 следует, что хотя

бы одно из этих чисел равно нулю. Аналогичного свойства для

векторов нет (см. п. 1).
4) Если ai, 0&2, аз — числа, то (aio^) a3 = ai (агаз). Поэтому левую

и правую части этого равенства обозначают так: а^аз. Так

вводится произведение трех, четырех..., п чисел, где п — любое

натуральное число.

Если ai, аг, аз— произвольные векторы, то (а^агфах (агаз),
так как векторы (а\а,2)аг=р, 0,1(0,20,3)=q в общем случае не кол-

линеарны (вектор р коллинеарен вектору аз, а вектор q —

вектору а\). По этой причине мы не можем скалярно перемножать

три, четыре, ..., п векторов. Этим и объясняется, что понятие

степени ап при п>2 не вводится.

§ 9. Векторные подпространства

1. Пусть L — непустое множество векторов из векторного
пространства V. Множество L называется векторным подпространством
пространства V, если выполнены следующие два условия.

1°. Если a?L и B?L,jro a+ B^L.
2°. Если a?L, то aagL для любого вещественного числа а.

По аналогии с пространством V введем понятие базиса

подпространства. Базисом векторного подпространства L называется

такая упорядоченная система линейно независимых векторов, что

любой вектор подпространства L является линейной комбинацией

данной системы векторов. Можно доказать, что все базисы под-
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пространства состоят из одного и того же числа векторов. Это
число называется размерностью подпространства. Так как L?V,
а в К любая система, состоящая более чем из трех векторов,
линейно зависима, то размерность подпространства L не больше,
чем три. Можно доказать, что если L не совпадает со всем

пространством V, то его размерность меньше, чем три.
2. Рассмотрим примеры векторных подпространств.
Пример 1. Возьмем два неколлинеарных вектора а и В

пространства V и рассмотрим множество всех векторов вида:

аа+р?Г, где а и р— произвольные вещественные числа. Это

множество, как нетрудно проверить, удовлетворяет условиям 1° и 2°

определения векторного подпространства, поэтому является

подпространством пространства V. Оно называется подпространством,
натянутым на векторы а и б*, и обозначается через L (а, б). Пусть
а — плоскость, которой параллельны векторы of. Докажем, что

L (а, В) — множество всех тех и только тех векторов пространства
V, которые параллельны плоскости с Действительно, при любых
значениях аир векторы р = аа+р?Г, а и В линейно
зависимы, поэтому они компланарны (теорема 4 из § 6), т. е. вектор

р параллелен плоскости о. Обратно, любой вектор р, параллельный
плоскости а, компланарен с векторами а и В, поэтому является

линейной комбинацией векторов а и В (теорема 2 из § 6).
Векторы а, В образуют базис подпространства L (а, В).

В самом деле, эти векторы линейно независимы, и любой вектор

подпространства L (а, В) является линейной комбинацией векторов
а и Ь. Таким образом, множество всех векторов, параллельных
некоторой плоскости, является двумерным подпространством
пространства V.

Пример 2. Возьмем ненулевой вектор а пространства V и

рассмотрим множество всех векторов вида сш, где а — произвольное
вещественное число. Это множество является векторным

подпространством пространства V. Обозначим его через L (а)
(подпространство, натянутое на вектор а). Пусть / — прямая, которой

параллелен вектор а. Аналогично примеру 1 можно доказать, что

L (а) — множество всех тех и только тех. векторов пространства
V, которые ^параллельны прямой /.

Вектор а образует базис подпространства L (а), поэтому L (а) —

одномерное векторное подпространство. Таким образом, множество

всех векторов, параллельных некоторой прямой, является

одномерным подпространством пространства V.

Пример 3. Рассмотрим множество, состоящее только из одного

нулевого вектора. Оно удовлетворяет условиям 1° и 2°
определения векторного подпространства, поэтому является

подпространством пространства V. Оно называется нулевым

подпространством. Принято считать, что размерность этого подпространства

равна нулю.
3. Рассмотрим множество L всех векторов, параллельных не-
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Рис. 27

которой плоскости о. Мы доказали (пример 1), что L — двумерное

векторное подпространство. Пусть е\, в2 — его базис. По теореме
о компланарных векторах (теорема 2 из § 6) для любого

вектора a?L существуют единственные числа а\, a<i такие, что а =

Коэффициенты ш, a<i в этой формуле называются координатами
вектора а в базисе е\, Ъъ Число а\ называется первой
координатой, а число a<i

— второй. На рисунке 27 изображены базисные

векторы 6?i и е2 и в этом базисе построены векторы ОА\ (— 1, 1),

ОЛ2(5, 2), ОЛ3(2, -3), ОЛ4(6, -2), ОЛ5(-4, -1).
Для координат векторов подпространства L справедливы

утверждения, аналогичные тем, которые были сформулированы в п. 3 § 7.
1°. Каждая координата суммы двух векторов равна сумме

соответствующих координат слагаемых векторов.
2°. Каждая координата разности двух векторов равна

разности соответствующих координат этих векторов.
3°. При умножении вектора на число каждая его координата

умножается на то же число.

В следующем утверждении выражен признак коллинеарности

векторов, заданных координатами.
4°. Для того чтобы два вектора были коллинеарны, необходимо

и достаточно, чтобы их координаты были пропорциональны.
Доказательств этих утверждений мы не приводим, так как они

по существу ничем не отличаются от тех, которые приведены

в§ 7.

Пользуясь утверждением 4 , можно сформулировать другой
признак коллинеарности двух векторов, заданных координатами. Пусть
a(ai, аг) и Ъ{Ь\, Ьъ) — произвольные векторы. Число ахЬч — аФх
называется определителем (второго порядка), составленным из

координат векторов а и 5*, и обозначается так: V •

Г I U2U2 '
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Теорема. Векторы а(а\, ач) и В(Ь\, 62) коллинеарны тогда

I
V.

|

J и =0.
_

аг02'
П Пусть а ||?. Согласно утверждению 4° координаты векторов

а и В пропорциональныу т. е. существует такое число А,, что

b{ = la\, b2 = ka2 (или ai = lb\, а2 = М?2). Но тогда J,1 =а\Ьч —

— a26i=ai {Xa2) — a2 (A,ai) = 0.

Ч1 =0, и докажем, что a||fe. Если

а= б, то утверждение очевидно, поэтому рассмотрим случай, когда

а=Ф0. По крайней мере, одна из координат вектора а не равна

V I =a\b2 — b\a2 = 0

находим: b2=— аг или Ь2 = Ха2, где А, =— . Таким образом, 6i =
ai ai

= Я,аь &2 = Ал2, т. е. координаты векторов a _и ^пропорциональны.
Отсюда, согласно утверждению 4°, векторы а и Ъ коллинеарны. |

4. Базис Г, J подпространства L называется ортонормированным,
если векторы базиса — единичные взаимно перпендикулярные

векторы. Рассмотрим несколько задач в ортонормированном базисе.

Задача 1. В подпространстве L даны векторы а и b своими
координатами (ai, a2), (b\, &г) в ортонормированном базисе Г, /.
Вычислить скалярное произведение этих векторов.

Решение. По определению координат вектора в данном

базисе имеем: а= а\1+а2[, fi=b\T-\-b2j. Используя свойства

скалярного произведения, находим: аВ= (а\Т-\-а2р) (b\T-\-b2J)=
= a\b[TJ-\-(a\b2 + a2bi)Jj-\-a2b2fj. Учитывая, что базис ортонорми-

рованный, т. е. TT=]j=\, fj=0, получим формулу, аналогичную

формуле (3) из § 8:
аБ= а\Ь\-\-а2Ь2. (1)

Итак, скалярное произведение векторов а и Б из L, заданных
своими координатами в ортонормированном базисе, равно сумме

произведений одноименных координат этих векторов.
Отсюда получаем условие перпендикулярности двух векторов

а и b из L, заданных своими координатами в

ортонормированном базисе:

ai6i + a2&2 = 0. (2)

Если в формуле (1) положить a= F, то получим выражение
скалярного квадрата через координаты в ортонормированном
базисе: a2 = af + ai. Используя формулу (2) из § 8, приходим к формуле
для вычисления длины вектора:

|5| =Va?+ al. (3)

Задача 2. В подпространстве L в ортонормированном базисе

заданы ненулевые векторы a(ai, аг) и S(b\, b2). Найти косинус
угла между данными векторами.
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Решение. Воспользуемся формулой (1) из § 8 для вычисления

cos (а, В). Так как \а\Ф0 и \Е\Ф09 то

cos (а, $)=-??—. (4)
\а\ \Ь\

Пользуясь формулами (1) и (3), получаем:

а\Ъ\-\-афг
COS (а, Ь)=

§10. Применение векторов к решению задач
школьного курса геометрии

(5)

1. Векторную алгебру можно с успехом применять к доказательству

теорем и решению задач школьного курса геометрии. Сначала

рассмотрим две задачи вспомогательного характера, которые часто

используются в приложениях векторной алгебры.
Задача 1. Точка М — середина отрезка АВ, а О —

произвольная точка пространства. Доказать, что

ОМ=±-(ОА+ ОВ). (1)

Решение. По правилу треугольника ОМ=ОА+АМ и

ОМ=ОВ+ВМ. Сложив эти равенства, получим: 20М=ОА-\-ОВ+
+(АМ+ВМ). Так как М — середина отрезка ЛВ, то АМ+ ВМ=6.
Таким образом, справедлива формула (1).

3 а д а ч а 2. Точка N — центр тяжести (точка пересечения
медиан) треугольника ABC, a 0 — произвольная точка пространства
(рис. 28). Доказать, что

ON=-^(OA+ OB+OC). (2)

Решение. Пусть М — середина отрезка АВ. По правилу

треугольника ON=OC+ CN. Но так как CW=-g-C7W, то ON=

=ОС+^Ш=^С+^(Ш+^Щ=^^С+^ШЛ. Подставив

сюда значение ОМ из формулы (1), получаем формулу (2).
2. Рассмотрим теперь некоторые примеры применения векторов

к доказательству теорем и решению
задач школьного курса геометрии.
Сначала рассмотрим некоторые
свойства треугольников.
Задача 3. Доказать

обратную теорему Пифагора:
треугольник ABC является прямоугольным
с прямым углом Л, если ВС2=
=АВ2+АС2.
Решение. Как известно,

Рис.28 ВС=АС—АВ, поэтому ВС-ВС=

32



=(АС—АВ)(АС—А В). Отсюда, после

элементарных преобразований

получаем: 2АВ-АС=АВ2 +АС2-ВС2 или

АВ^АС=^(АВ2+АС2-ВС2). Так как

по условию задачи АВ2+ АС2— ВС2= 0,

то АВ-АС= 0, поэтому АВ±АС, т. е. Z.A

прямой. Рис. 29

Задача 4. В треугольнике ABC
вычислить длину медианы та, зная угол А
и две стороны: АВ= с и АС= Ь.

Решение. Пусть М — середина стороны ВС. По формуле

(1) АМ=—(АВ-\-АС). Возведя в квадрат это равенство, получим:

Ш2=^-{АВ+АС) {АВ+АС).

Отсюда т1=-У(Ь2 + с2+ 2Ьс cos A\

или ma=-^--\Jb2 + c2 + 2bc cos Л.

Задача 5. Даны треугольник ABC и точка О
пространства. Доказать, что точка О является центром тяжести

треугольника ABC тогда и только тогда, когда ОА-\-ОВ-{-ОС=6.
Решение. Пусть N — центр тяжести треугольника ABC. Если

О совпадает с точкой N, то ОN=6. Поэтому, пользуясь формулой

(2), получаем: ОА+ ОВ+ОС=б.

Обратно, пусть ОА+ ОВ+ОС=6. Тогда по формуле (2) CW=6,
центром тяжести N треугольникаточка О совпадает ст. е.

ABC.
3. Рассмотрим теперь примеры задач стереометрии.
Задача. 6. Доказать, что угол 6 между противолежащими

ребрами тетраэдра вычисляется по формуле
с* + с'2-Ь2-Ь'~

cos 9=-
2аа'

где а, а' — длины рассматриваемых ребер, a b и &', с и с' —

двух других пар противоположных ребер.
Решение. Пусть ОABC — данный тетраэдр, ОА и

(3)

длины

ВС —

рассматриваемые ребра (рис. 29). Введем обозначения: ОА= а,

ОБ=5, ОС=с, ОА = а, ОВ = 6, ОС= с, ВС= а\ АС= Ъ\ АВ= с'.

Формулу (3) можно записать в следующем виде: 2aa/cos0 =

= с2 + с/2-Ь2-Ь/2или2а-ВС= с2-В2 +АВ2-АГ:2,т.е.2а(с-Б)=
= с2-В2+ (Ь-К)2-(с-а)2.

Но это равенство является тождеством, в чем легко

убедиться, если раскрыть скобки. Следовательно, справедлива и

формула (3).
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Задача 7. Даны три попарно перпендикулярных луча ОЛ,
ОВ, ОС с общим началом. Найти угол между биссектрисами углов
АОВ и ВОС.

Решение. На данных лучах ОЛ, ОВ и ОС возьмем

соответственно точки А\, В\ и С\ так, чтобы векторы ОА\=Т,

OBi=J, OCi=? были единичными. Направление биссектрисы
угла АОВ определяется вектором a=I-\-j, а направление

биссектрисы угла ВОС
—

вектором fi=J-\-Iz, причем векторы Г, /, k образуют
ортонормированный базис^Задача свелась к нахождению угла между

векторами а(1, 1, 0) и F(0, 1, 1). По формуле (8) из § 8

находим: cos (а, В)=—5—=JL. Следовательно, (а, Ъ)=^-.
V2 V2

Задача 8. Доказать, что если в тетраэдре две пары
противолежащих ребер взаимно перпендикулярны, то и третья пара

ребер взаимно перпендикулярна.
Решение. Пусть ОАВС — данный тетраэдр, у которого

ОА±ВС и ОБА.АС (рис. 29.). Надо доказать, что ОС±АВ.

Введем обозначения: ОА=а, ОВ=Ь, ОС= с. Так как ОЛ_1_ВС,
то JDA^BC=0 или а (с — 5) = б. Аналогично, так как OBJ^AC, то

В (с — а)= б. Вычитая из второго равенства первое, находим:

c(t>—о)=б, т. е. ОС-АВ=0. Отсюда следует, что OCJ-AB.



Глава II

МЕТОД КООРДИНАТ НА ПЛОСКОСТИ

§11. Аффинная система координат на плоскости.

Прямоугольная декартова система координат

1. В этой главе, а также в следующих двух главах мы будем
изучать геометрию на плоскости и пользоваться только векторами,
параллельными этой плоскости. Множество L таких векторов
является двумерным векторным подпространством пространства V (см. § 9).
Любые два неколлинеарных вектора из подпространства L, взятые

в определенном порядке, образуют его базис. В дальнейшем векторы
из L называются векторами на плоскости.

Возьмем на плоскости какую-нибудь точку О и произвольный
базис е, е2. Тройка, состоящая из точки О и базиса еи е2,
называется аффинной системой координат на плоскости и обозначается

символом: Ое\в2 или (0, еь е2) (рис. 30). Точка О называется

началом координат, а векторы е\ kj?2
— координатными векторами

(е\ — первый координатный вектор, е2 — второй). Направленные
прямые, проходящие через начало координат и параллельные
координатным векторам, на которых положительные направления
определяются этими векторами, называются осями координат. Ось
координат, на которой положительное направление определяется векторОхМ
ей называется осью абсцисс и обозначается через Ох, а другая
ось — осью ординат _и_ обозначается через Оу (рис. 30). Иногда
систему координат Ое\е2 обозначают через Оху.

2. Пусть Ое\е2 — аффинная система координат, а М —

произвольная точка плоскости (рис. 31). Вектор ОМ называется

радиус-вектором точки М (относительно точки О). Координаты х и у

вектора ОМ в базисе е{, е2 называются координатами точки М в системе

V

У

Рис. 30

—г ^ '

Рис. 31
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координат Ое\е2. Число х называется абсциссой точки М, а число у
—

ординатой; пишут М (х, у). Таким образом, координатами то^ки

М в системе Ое\е2 называются числа х, у такие, что
—>-

_ ^

OM=xei-\-ye2. (1)

При выбранной системе координат каждая точка М плоскости

имеет координаты (х, у), причем если точки М\ (х\, у\) и М2 {х2, у2)
различны, то пары чисел (х\, у\) и (лг2, у2) не совпадают (т. е. имеет

место хотя бы одно из неравенств: х\Фх2, уяфу2). Обратно, для

каждой упорядоченной пары чисел (х, у) можно указать точку,
имеющую данные координаты. Действительно, отложим вектор

хе\-\-ув2 от точки О: ОМ=хе\-\-уе2. Точка М имеет координаты

(х, у). Итак, если на плоскости задана аффинная система координат,
то устанавливается взаимно однозначное соответствие между

точками плоскости и упорядоченными парами (лс, у) действительных чисел,
т. е. между точками плоскости и элементами множества R2. Здесь
R2 =RXR— декартов квадрат множества действительных чисел

(см. приложение, п. 1).
3. Для построения^ точки М по данным координатам х, у в

системе координат Ое\е2 воспользуемся формулой (1). Так как

x?i||?i и уе2\\е2у то на осях координат Ох и Оу существуют
соответственно точки М\ и М2 такие, что

xei = OMu ye2 = OM2. (2)

Из формулы (1) следует, что

ОМ = ОМ1 + ОМ2. (3)

Пользуясь равенствами (2), строим точки М\, М2. Проведя
через эти точки прямые, параллельные координатным осям, находим
их точку пересечения, которая согласно формуле (3) будет искомой
точкой М (рис. 31).

Если абсцисса х точки М равна нулю: х= 0, то из формул (2)

и (3) следует, что ОМ= ОМ2, т. е. точки М и М2 совпадают и,

следовательно, точка М лежит на оси ординат. Аналогично, если

ордината у точки М равна нулю: #= 0, то точка М лежит на оси

абсцисс. Заметим, что точка О имеет координаты (0, 0). На

рисунке 32 построено несколько точек по координатам: О (0, 0), А (2, 3),
В(1, -3), С(—1, -2), D(-2, 3), ?(3, 0).

На практике приходится рассматривать и обратную задачу:
на чертеже изображена система координат и даны точки,

удовлетворяющие определенным геометрическим условиям. Требуется
определить координаты данных точек. Рассмотрим примеры.
Пример 1. На плоскости дан правильный шестиугольник

ABCDEF (рис. 33). Принимая точку А за начало координат

и векторы AB= (>i и AF = ?2 за координатные векторы, найти

координаты всех вершин и центра К шестиугольника.
Решение. Так как начало координат совпадает с точкой А
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и векторы АВ и AF (радиус-векторы точек В и F относительно

точки А) являются координатными векторами, то Л (0, 0), В(1, 0),
F(0, 1). Для определения координат остальных вершин выразим

их радиус-векторы через е\ и е2. Имеем: AC=AF+ FC= е2-\-2е\,

так как FK=KC=AB= ei. Отсюда точка С имеет координаты (2, 1).
Аналогично находим координаты других точек.

Ah=AX:+CD=(2el+e2)+ e2 = 2ei + 2e2

и поэтому D (2, 2);

т. е. ?(1, 2);
AE=AD+ DE=(2ei + 2e2)— e]=ei+2e2,

AK=-y AD=±- (2el + 2e2)= el+e2,

т. е. /С (1, 1).
Пример 2. Дан треугольник ABC с координатами своих

вершин A(x\,yi), В (x2l y2\ С(х3, уз) в некоторой аффинной системе

координат Ое\е2. Найти координаты центра тяжести этого

треугольника (точки пересечения его медиан).
Решение. Пусть N (х, у) — центр тяжести треугольника

ABC. Согласно задаче 2 из § 10

ON=
ОА+ ОВ+ ОС

+ -> -, -+•

(4)

Так как ON, ОА , ОВ и ОС—радиус-векторы точек N, Л, В.

и С, то эти векторы имеют координаты ON(x, у), ОА{х\, у\\

OB(x2i y2), ОС(хз, уз). Используя формулу (4) и свойства
координат векторов на плоскости (§ 9, п. 3), получаем:

_*1+*2+*3 _У\+У2+УЗ
х—

з » У— 3 •

4. Рассмотрим следующую задачу, которая используется при
дальнейшем изложении.

Задача. В аффинной системе координат даны две точки

А(х\, у\) и В (x2i у2). Найти координаты вектора АВ.
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Решение. По формуле (7) из § 4 име-

мЛ -^м ем: АВ= ОВ— ОА. Но векторы ОА и ОВ

l являются радиус-векторами точек А и В,

| поэтому их координаты нам известны:

*^ 1 ОА(х\, у\) и OB(x2i у2). Таким образом, век-

1
тор АВ, как разность векторов ОВ и ОА,
имеет координаты:

Рис.34 АВ(х2 — х\9 у2
— ух). (5)

Итак, каждая координата вектора равна разности
соответствующих координат конца и начала вектора.

5. Система координат называется прямоугольной декартовой
или просто прямоугольной, если его координатные векторы являются

единичными взаимно перпендикулярными векторами. Такая система

координат с началом в точке О обозначается так: ОТ] или

(О, /, /), где Г2 =/2=1, Г7=0 (рис. 34).
Координаты точки М (х, у) в прямоугольной системе координат

имеют простой геометрический смысл. По формулам (2) х1=ОМ\,

yj=OM2, поэтому ОМ\ = \х\, ОМ2=\у\. В данном случае точки

Mi иМг являются проекциями точки М на оси координат (рис. 34).
Таким образом, х= ОМи если М\ —точка положительной полуоси
Ох; х=—ОМ, если М\—точка отрицательной полуоси, и х= 0,
если точка М\ совпадает с точкой О. Аналогичный геометрический
смысл имеет ордината у точки М. Итак, понятие координат точек в

прямоугольной системе координат совпадает с тем понятием, которое
известно из курсов алгебры и геометрии средне^ школы.

Пусть в прямоугольной системе координат Ol] точки Л, В имеют

координаты А (х\, у\), В{х%, ?/г). Вычислим расстояние между этими

точками, т. е. длину отрезка АВ (этот отрезок может быть и

нулевым). По определению длины вектора (§ 3, п. 6) АВ=\АВ\.

По формуле (5) вектор АВ имеет координаты: АВ {х2 — х\, у2
— у\),

поэтому длина этого вектора вычисляется по формуле (3) из § 9:

AB=^J(x2-xl)2 + (y2-yi)2. (6)

§ 12. Деление отрезка в данном отношении

1. Пусть Mi и М2 — две точки плоскости, а X — некоторое
действительное число, причем ХФ

— 1. Говорят, что точка М делит

(направленный) отрезок М\М2 в данном отношении X, если

А^М=ХАШ2. (1)

Из равенства (1) заключаем, что векторы М\М и ММ2 кол-

линеарны. Следовательно, точка М лежит на прямой AfiM2. Более
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того, если А,;>0, то векторы М\М и ЛШ2 одинаково направлены и,

значит, точка М лежит на отрезке М\М2. Если же А,<0, то точка

М лежит вне отрезка М1М2.

Зададим на плоскости аффинную систему координат Ое\е2 и

допустим, что концы отрезка М\М2 имеют координаты: М\ (х\, у\),
М2 (^2, У2). Поставим задачу: найти координаты точки М (х, у),
если она делит отрезок М1М2 в данном отношении X. По

формуле (7) из § 4 AfiM=OM— ОМ\, ММ2= ОМ2— ОМ, поэтому

равенство (1) можно записать так: ОМ— ОМ\ = Х (ОМ2 — ОМ). Отсюда

находим: (l+X)OM= OMi+XOM2. Так как А,+ 1=^0, то

Векторы ОМ, ОМ\ и ОМ2 являются радиус-векторами точек

М, Ми М2, поэтому эти векторы в базисе е\, е2 имеют

координаты ОМ (х, у), ОМ\ (xi, i/i), OM2 (х2, #2). Применив к формуле (2)
свойства 3° и 1° координат векторов (§ 9, п. 3), получаем:

Х\+%Х2 j/l+fa/2 /3)
1+А,

' *

\+k
Так выражаются координаты х, у точки М, делящей в

данном отношении X отрезок М\М2 через соответствующие
координаты концов этого отрезка. В частности, середина отрезка М\М2
имеет координаты (Х=1):

Х\+Х2 У\+У2

Х=—2—> У=—2—-

Отметим, что для любого действительного числа X, отличного

от —1, на прямой М\М2 существует одна и только одна точка М,

делящая отрезок М\М2 в отношении X. Действительно, из равенства

(1) получаем: MlM-\-XMiM= X(M\M-\-MM2), или

(\+Х)ЩМ=ХМШ2. (4)
Так как 1+Я,#0, то отсюда получим:

М1М=-^-кМ1М2. (5)
х

—*"

Отложив вектор -г-— М\М от точки Ми получаем одну и только

одну точку My которая делит отрезок М\М в отношении X.

Формулу (5) можно использовать для построения точки, делящей
данный отрезок в отношении X. На рисунке 35 построены точки Р\, Р2, Рз,

которые делят отрезок М\М2
в отношении Х\ = 3, Х2 = — 2,

^з=——.

Важно заметить, что на

прямой М1М2 не существует точки,
'*

Рис.35
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делящей отрезок М\М2 в отношении Х= — 1. В самом деле, если

h= — 1, то из равенства (4) получаем: М\М2=0, т. е. М\М2 —

нулевой отрезок (точки М\ и М2 совпадают). Этот случай мы с самого

начала исключили из рассмотрения.
2. Покажем применение формул (3) на примере решения

следующей задачи.

Задача. В двух точках А (х\, у\\ В (х2, у2) сосредоточены
массы т\ и т2. Найти координаты центра тяжести системы двух

материальных точек А и В.

Решение. Как известно из курса физики, центр тяжести

материальных точек А и В находится в точке С, делящей отрезок

АВ в отношении, обратно пропорциональном массам,

сосредоточенным в точках А и В. Следовательно, точка С делит отрезок АВ

в отношении Х=—. Подставив координаты точек А и В и

значение X в формулы (3), найдем координаты точки С (х, у):
_т\Х\ + т2Х2 __т\у{+т2у2

mi-j-m2
'

mi-j-m2

§ 13. Ориентация плоскости

1. Пусть L — множество всех векторов, параллельных плоскости.

Как известно, любые два линейно независимых вектора из L,
взятые в определенном порядке, образуют базис L. Поэтому
в L существует бесконечное множество базисов. Рассмотрим два

из них: j4 = (ai, a2) и В = (В\, Ь2). Разложим векторы базиса В по

векторам базиса А:

Ь\=Спа\ + с2Ха2, В2 = с{2сц-\-с22а2. (1)

Из координат векторов Ъ\ и В2 можно составить таблицу

(матрицу второго порядка): (JV2)- Координаты вектора В\

образуют первый столбец этой матрицы, а координаты вектора Ь2 —

второй столбец. Эту таблицу мы назовем матрицей перехода от

базиса А к базису В. В соответствии с этим, определитель этой

матрицы, т. е. число Сцс22
— с2\С\2, назовем определителем матрицы

перехода от базиса А к базису В и обозначим так:

л|*=(вА)| р.*.)-1??;| • (2)

Так как векторы Ви В2 линейно независимы, то из теоремы
§ 9 следует, что А\ВфО.

Рассмотрим некоторые свойства определителей матрицы перехода
от одного базиса к другому.

1°. Для любого базиса А=(аи а2) имеем: А\А = \.

? В самом деле, а\ = 1 «ai+0-a2, a2 = 0-a\-\-1 -а2у поэтому

МА=\1\\=\.Щ
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2°. Для любых трех базисов Л=(аь а), В = (5Ь В2) и С= (с\, с2)
справедливо равенство

(А\В)(В\С)=А\С. (3)
П Пусть Ci=d\iB\-\-d2\^2j c2 = d\2S\ + d22^2- Подставив в правые

части этих формул вместо В\ и В2 их разложения по формулам (1),
будем иметь:

c\=dn (cnai + C2\a2)+ d2i (c\2a\-\-c22a2\
c2 = d\2{c\\a\+c2\a2)+ d22{c\2a\ + C22a2\

Отсюда получаем определитель матрицы перехода от базиса Л
к базису С:

А\С= I ^П^П+^21С12 d\2Cu-\-d22C\2\
' d\\C2\-\-d2\C22 d\2C2\-\-d22C2l\

Так как В\С= | VV2| , то, учитывая формулу ?2),
непосредственным вычислением убеждаемся в справедливости равенства (3). Щ

Если в равенстве (3) положить С=А и воспользоваться

свойством 2°, то получим равенство 3°.

3°. (А\В)(В\А)=1.
2. Обозначим через В множество всех базисов

подпространства L. Будем говорить, что базисы Л, В?В находятся в

отношении А (одинаково ориентированы), если Л|В>0, запишем так:

А А В. Докажем, что отношение А является отношением

эквивалентности на множестве В всех базисов подпространства L.

1) Для произвольного базиса А имеем: А А А. Это утверждение
следует из свойства 1°.

2) Если Л АВ, то ВАЛ. Действительно, АаВ=>А\В>0. Но из

свойства 3° следует, что В|Л=-щ- >0 и поэтому В А А.

3) Если Л А В и В А С, то Л А С. Действительно, Л А В=^ Л | В > О,
ВаС=>В\С>0. По свойству 2° А\С= (А\В)(В\С)>0.
Следовательно, Л А С

Докажем, что фактор-множество В/А состоит лишь из двух

элементов. Для этого рассмотрим базисы А=(а\у а2) и B = (a,2,a\)-
Так как Л|В=|,р|= — 1, то классы эквивалентности КА

и Кв не совпадают. Нетрудно видеть, что любой базис С=

= (?i, ?2) принадлежит либо классу /Сл, либо классу /Св. В самом

деле, по свойству 2° Л|С=(Л|В)(В|С). Но А\&= — 1, поэтому
А\С=—В\С. Отсюда следует, что либо Л|С>0, либо В|С>0.
В первом случае С?/(л, а во втором случае С?КВ-

Каждый из элементов фактор-множества В/ А называется

ориентацией векторного подпространства L. Выделим одну из этих

ориентации, назовем ее положительной (а другую — отрицательной).
Векторное подпространство L, в котором выбрана положительная

ориентация, называется ориентированным. Базисы положительной

ориентации называются правыми базисами, а базисы отрицательной
ориентации

— левыми.
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Плоскость называется ориентированной,
если ориентировано подпространство
векторов этой плоскости. При этом система

координатное^ называется правой, если ба-

? зис <?i, ?2 правый, и левой, если этот базис
'; левый.

Для того чтобы на плоскости задать

ориентацию, достаточно на ней выбрать
один базис и считать его правым базисом.

Рис. 36 На рисунках при изображении систем

координат обычно правой называют систему,

у которой оси Ох и Оу расположены как большой и указательный
пальцы правой руки, если смотреть на раскрытую ладонь, а левой —

ту систему, у которой оси Ох и Оу расположены как большой и

указательный пальцы левой руки. На рисунке 36 базисы ei, в2 и е\, (—ег)
ориентированы противоположно, так как (ей ?2)l(ei, —е?)=

= || = —1. Система 0?i?2 является правой, а система

Ое\( — <?г) — левой.

В дальнейшем изложении, где нет специальных оговорок,
предполагается, что если на плоскости задана одна система координат,
то она является правой. Другими словами, если на плоскости

задана система координат, то плоскость считается

ориентированной.

§14. Угол между векторами на ориентированной плоскости

1. В п. 1 § 8 введено понятие угла между векторами

пространства V. Напомним его. Пусть а и b — ненулевые векторы. Отложив

от произвольной точки О векторы ОА=а, ОВ=Ь, получаем лучи
ОА и ОВ, угол между которыми называется углом между векто-

рами_ а и b и обозначается так: (а, Ь). Для любых двух векторов

а и b имеем: 0<(а, 6)<я.
Введем теперь понятие направленного угла между векторами

на ориентированной плоскости. Пусть а и b — ненулевые векторы,

заданные в определенном порядке: а — первый вектор, a b —

второй. Если векторы а и b не коллинеарны, то направленным

(ориентированным)^ углом между вектором а и вектором b

называется величина (а, 6), если базис a, b правый,_и величина —(а, Ь),
если базис а, Б левый. Если векторы а и b одинаково

направлены, то направленный угол между ними считается равным нулю,
а если противоположно направлены, то я. Направленный угол

между векторами а и b обозначается так: (а, В). Таким образом,

для любых ненулевых векторов а и b —я<(а, В)^.к. На рисунке
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37 базис а, Ъ правый, а базис с, d левый,

поэтому (О)=30°, (0)=—90°.
Так jcaK (а, В)= — (В, а) и если

векторы а и 6 не коллинеарны, то

р—г

Рис. 37

(1)

(2)

sin (a, 6)=—sin (6, а),

cos (а, 5) = cos (5, а).
Можно доказать, что если a, b и с — произвольные

ненулевые векторы, то

sin ((а, 5)+(5, c))=sin (а, с) и

cos ((а, 5)+(5, c))=cos (а, с).
2. Докажем следующую теорему.

Теорема. Координаты (а\, &ч) произвольного ненулевого

вектора а в ортонормированном правом базисе Г, / вычисляются по

формулам:

а\ = \а\ cos (Г, а), а2= |a|sin (Г, а). (3)
П По определению координат вектора a= a\T-{-a2J. Отсюда,

умножив скалярно на Г, получаем: a\=Ia= \T\ \a\ cos (Г, а), или

A,ai = |a| cos (Г, а). Умножив предыдущее равенство скалярно на /,
получим:

a2 = ja= \a\ cos (/, а), или a2 = |a| cos (/, a).

По формуле (2) cos (J, a)= cos ((/,!)+ (f, a))= cos (?, a—|-) =
= sin (T, a), поэтому a2 = |a| sin (Г, a). Ц
Следствие. Единичный вектор ао в ортонормированном

правом базисе Г, / имеет координаты (cos (Г, ao), sin (Г, ао)).
3. Задача. В ортонормированном базисе Г, / даны ненулевые

векторы a(ai,a2) и B(b\,b2). Найти направленный угол (а, В).
Решение. Для решения задачи достаточно найти cos (a, В)

и sin (a, б). Пусть (а, В) = ц>, (Г, а) = фЬ (Г, 5)= ф2. Тогда по

формулам (2)

cos cp
= cos((a, Г) + (Г, 5)) = cos ((Г, В) — (Г, a)) = cos (ф2 — ф,);

sin ф= 5т ((а, Г)+ (Г, 5)) = sin ((Г, 5) — (?, a)) = sin (ф2 — q>i).
Таким образом,
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cos cp
= cos фг cos ф1 +sin ф2 sin

sin 9= sin ф2 cos 91
— cos ф2 sin

По предыдущей теореме

an фЬ|
in фь / (4)

a\ = \a\ cos фь a2 = \a\ sin фЬ b\ = \b\ cos фг, b2 = 161 sin фг.

Подставив из этих формул в формулы (4) выражения cos фь

cos ф2, sin фь sin ф2, -окончательно получим:

a\b\-\-a,2b2 _._ _
a\b2 — 6ifl2

COS ф =

\а\\Ъ\
sin ф

=

\а\ \b\ (5)

§ 15. Формулы преобразования координат

1. Рассмотрим на плоскости две аффинные системы координат

Ое\в2 и O'e'ieL Первую систему назовем старой, а вторую
—

новой. Пусть М — произвольная точка плоскости, которая в старой
системе имеет координаты х, у, а в новой системе — х', у' (рис. 38).
Задача преобразования координат состоит в следующем: зная

координаты нового начала координат и новых координатных векторов
в старой системе:

е\ (сп, с2\), Й(^12, с22), О' (хо, уо) (1)

выразить координаты х, у точки М в старой системе через
координаты х\ у' той же точки в новой системе.

По определению координат векторов и точек из (1) получаем:

e'i = cue\ + c2le2, е2 = С\2е\ + с22е2у ОО/= х0е\ + уое2. (2)

По правилу треугольника ОМ =00'+0'М, поэтому хе\-\-уе2 =

= 00'-\-x'e'i-\-y'e2, или, используя равенства (2), получим:

xe\+ye2=x0e\+yoe2+ (cnx/ + Ci2y/)ei-\-(c2ix/ + c22y/)e2.

Отсюда, учитывая, что векторы е\ и е2 не коллинеарны,
приходим к формулам:

х= спх' + с12у'-\-хо,

у= с2Хх' + с22у' + уо (3)

Так выражаются _координаты х, у точки М

в старой системе Ое\е2 через ее^ координаты
х', у' в новой системе 0'е'\е'2. Формулы
(3) называются формулами преобразования
аффинной системы координат. Мы замечаем,

что в этих формулах матрица (п сп\
составленная из коэффициентов при х\ у\
есть в точности матрица перехода от базиса

?>ь е2 к базису е\, й, а свободными
членами служат координаты^ хр, у0 нового

начала О' в старой системе Ое\е2.
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Так как векторы ei и е2 не коллинеарны, то |
хх *2

| Ф О,

поэтому система (3) всегда разрешима относительно х', у'. Это
дозволяет выразить координаты точки М в новой системе 0'е\е'2

через координаты той же точки в старой системе Ое\в2.
2. Рассмотрим два частных случая преобразования аффинной

системы координат.
А. Перенос начала. В этом случае системы координат

Ое\в2 и 0'e'\ef2 имеют одни и^ те _же координатные векторы и

разные начала. Так как е\=е[, #2 = ?2, то матрица перехода от базиса

?i, в2 к базису б?ь ~ег2 имеет вид: (a i )> формулы (3) запишутся так:

х= х'+х0, у= у' + у0. (4)

Б. 3 a M^eji а к о^р динатных векторов. Системы

координат Ое\в2 и Ое\е2 имеют общее начало и отличаются

координатными векторами. В этом случае хо = 0, уо = 0 (так как

точки О' и О совпадают). Формулы (3) примут вид:

х= сих? + с12у\ у= с2\х' + С22у'. (5)

3. Рассмотрим теперь преобразование прямоугольных систем

координат. Так как прямоугольная система координат является

частным случаем аффинной, то при переходе от одной
прямоугольной системы координат к другой мы можем использовать те же

формулы (3), но теперь на элементы сц матрицы перехода
накладываются дополнительные ограничения. Предположим, что старая
система Olj имеет правую ориентацию, и рассмотрим два случая.

А. Системы координат Olj и O'1'j' ориентированы одинаково,

т. е. обе системы имеют правую ориентацию. Пусть a =(t,T).
По следствию теоремы § 14 векторы V и /' имеют координаты

Т (cos a, sin а), ]' (cos (Г, f\ sin (Г, /')). (6)

Но л л ^ /
cos (4 /') = cos [(/, i') + (i\ /')]= cos (а +4г) = — sin а;

sin (I, ]') = sm [(/,?) + (?, J')] = sin(a +-^-J==cos a.

Таким образом, формулы (3) принимают вид:

х= х' cos а — у' sin a + xo,

j/ = x' sin <x + y' cos a+yo.

Здесь
I cos a —sin a I ,

'
sin a cos a I
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Рассмотрим частный, случай, когда обе

системы координат имеют общее начало О.

В этом случае говорят, что система

координат Ol'j' получена из системы 01 j

поворотом вокруг точки О на угол а (рис. 39).
Так как точки О" и О совпадают, то x0 = ?/o = 0,
поэтому формулы (7) принимают вид:

х= х' cos a — у' sin a,

у = у' sin a-\-yr cos а.
^ '

Б. Системы координат ОТ j и* O'T'J' ориентированы
противоположно: исходная система ОТ]правая, а новая О'/'/' левая. И в этом

случае векторы Т и /' имеют координаты (6), но здесь (?,/*') =

= —^, поэтому

cos (Г, /') = cos ((Г, ?)+ (?, /7)) = cos(a—^-) =sin a,

sin (I j') = sm ((Г, T) + (I\ j')) = s'm (а —~) = —cos a.

Формулы (З) имеют вид:

x = x'cos a + y'sin a + *o, ,Q,

y = y's'm a — t/'cos a-\-yo.

Здесь I cos a sin a |
_ {'

sin a —cos a I

Формулы (7) и (9) можно объединить в одной записи:

х= x'cos a — 8?/'sin a + jto, ,,

m

j/
= Ar'sin a + si/'cos a + */o,

где 8=1, если системы координат Olj и О'?/' ориентированы
одинаково, и е= — 1, если они ориентированы противоположно.

§ 16. Полярные координаты

1. Аффинная система координат дает удобный, но не

единственный способ определять положение точек плоскости при помощи

чисел. Если указано правило, по которому положение точек

плоскости можно определить с помощью упорядоченных пар
вещественных чисел, то говорят, что на плоскости задана система

координат.

Кроме аффинной системы координат (и ее частного случая
—

прямоугольной системы), в математике часто применяют систему
полярных координат на плоскости. Зададим на ориентированной
плоскости точку О и единичный вектор Г. Пара, состоящая из

точки О и вектора /, называется полярной системой координат
и обозначается так: ОТ или (О, Т). Рассмотрим ось ОР, прохо-
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Рис. 40 Рис. 41

дящую через точку О и параллельную вектору Г, на которой
положительное направление определяется этим вектором. Точка
О называется полюсом, а ось ОР — полярной осью (рис. 40).

Пусть М — произвольная точка плоскости. Обозначим через
р расстояние от точки О до точки М, а через ф

— направленный

угол (J, ОМ), т. е. р=|ОМ|, <р = (Г, ОМ). Если точка М

совпадает с точкой О, то р
= 0, а угол ф

— неопределенный. Числа

р и ф однозначно определяют положение точки М на плоскости.

Действительно, зная ф, сначала построим луч OQ, на котором
лежит точка М, а затем на этом луче от его начала отложим

отрезок ОМ длиной р (рис. 40). Числа р и ф называются

полярными координатами точки М в полярной системе ОТ. Число р
называется полярным радиусом или первой полярной
координатой точки М, а число ф

—

полярным углом или второй
полярной координатой этой точки. Если точка М имеет полярные

координаты р, ф, то коротко пишут так: М (р, ф). Например, точки

Л, В, С, D, Е и F на рисунке 41 имеют полярные координаты:

А (2, f), 6(3, 0), C(l, -Ц), D(±, f), ?(-§-. »).
f(2--t)-

Заметим, что полярный радиус р любой точки не

отрицателен и может изменяться на полусегменте [0, + °° )• Полярный
угол ф точки изменяется в пределах —л<ф<я.

Замечание. Иногда бывает целесообразно считать, что

полярный угол точки М (р, ф) равен также ф
— 2л, если ф>0, и

Ф+ 2л, если ф<0. В этом случае полярный угол каждой точки,
отличной от полюса, имеет два значения и изменяется в

пределах от —2л до 2л.

Например, для точки А на рисунке 41 Ф=-т-

7л I-. л # сь л Зл
=
—-, а для точки F <р=—^-, ф' =2л—y=T'
2. К каждой полярной системе координат ОТ можно

присоединить положительно ориентированную прямоугольную систему ко-

<p'=JL-2n=
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s*M ординат Olj, началом которой
служит полюс О, первым коо^ди-

/' натным вектором
—

вектор i и

Пусть р и ф
—

полярные

координаты точки М, отличной от

Рис-42 точки О, а х, у
— ее

координаты в присоединенной

прямоугольной системе. Тогда OM=xl-{-yj и ф
= (Г, ОМ). По теореме из § 14

х= р cos ф, #= р sin ф. (1)

Зная полярные координаты р и ф точки М, по формулам
(1) найдем прямоугольные координаты х, у этой точки. Из

формул (1) находим: х2-\-у2 = р2 и, значит,

Р=У*2+ </2
_^

(2)

(перед радикалом взят знак « + », так как р=\ОМ\). Для точки

М, отличной от полюса О, имеем рфО, из формул (1), (2) находим:

со5ф=—^==, smcp=-T^— (3)
У*2+*/2 * +#

Зная прямоугольные координаты х, у точки М, отличной от

начала координат, мы по формулам (2) и (3) найдем полярные
координаты р и ф этой точки.

3. Из определения полярных координат следует, что не любая

пара действительных чисел является полярными координатами

точки (так как р= \ОМ\ ^0 и —я<ф^я). Например, на плоскости

не существует точки с полярными координатами (—3, 4н.
Это обстоятельство приводит к определенным трудностям при
решении ряда конкретных задач. Чтобы устранить такое неудобство,
обобщим понятие полярных координат так, чтобы в данной
полярной системе О/ любая упорядоченная пара действительных
чисел определяла на плоскости некоторую точку.

Пусть (р,ф) — произвольная пара действительных чисел, ъ ОТ—

данная полярная система координат. Если р^О и —я<ф^л,
то этой парой определяется точка с полярными координатами
(р, ф), так как было указано в п. 1. Если р>0, ф>я или

р^О и ф^—я, то выразим ф в виде ф
= фо + 2л&, где к — целое

число такое, что —Жфо^я, и будем считать, что парой (р, ф)
определяется точка М (р, ф0). Если, наконец, р < 0, то будем
считать, что парой (р, ф) определяется точка М, которая
симметрична точке ЛГ(|р|, ф) относительно точки О. Например, пара

чисел ( — 1, -г-) определяет точку С, симметричную точке С",

имеющей полярные координаты П, -^-j (рис. 41). Такие координаты
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точки называются обобщенными полярными координатами. Каждая
точка плоскости имеет бесконечное множество обобщенных

полярных координат. Например, точка А на рисунке 41 имеет

координаты:

(2.-J-), (2,?), (-2,-%), (-2,%)-
Но любая пара чисел, взятых в определенном порядке, определяет
единственную точку с данными полярными координатами. Например,
координаты (— 3, я) определяют единственную точку В,

изображенную на рисунке 41, Заметим, что в обобщенной системе

полярных координат две пары чисел (р, ср) и ( —р, Ф+ я) определяют
одну и ту же точку плоскости.

Формулы (1), определяющие декартовы координаты точки через

полярные, справедливы и в том случае, когда р и ср являются

обобщенными полярными координатами. В самом деле, пусть

(р*, ф*) — обобщенные полярные координаты точки М, а (*, у) —
ее координаты в присоединенной прямоугольной системе.

Докажем, ЧТО * * * • * ,л\
х = р* cos ф*, у= р* sin ф*. (4)

Если р*>0, а ф* = фо+ 2я&, где k — целое число такое, что
—я<фо^я, то (р*, фо) являются обычными полярными
координатами точки М, поэтому выполняются равенства (1): х= р*созфо,
у= р* sin фо. Но cos фо = cos (фо + 2я&)= cos ф*, sin фо = sin (фо +
+2nk)= sm ф*, следовательно, справедливы равенства (4).

Если р*<0, то точка М (р*, ф*) имеет также обобщенные
полярные координаты ( — р*, ф* + я), поэтому, так как — р*>0,
то по доказанному х= — р* cos (ф* + я), у=

— р* sin (ф* + я) или

х= р* cos ф*, у= р* sin ф*.
Зная прямоугольные координаты х, у точки М, по формулам

(2) и (3) найдем обобщенные полярные координаты р и ф этой
точки. Но в этом случае в формулах (2) и (3) перед
радикалами надо поставить знаки «±» (так как теперь р принимает
и отрицательные значения). Знак перед радикалами в формулах
(2) и (3) можно выбрать произвольно, но один и тот же.

§ 17. Метод координат на плоскости

1. В предыдущих параграфах введены координаты точек на

плоскости, т. е. указан способ задания точек с помощью пары
чисел. Метод координат в геометрии в том и состоит, что

посредством координат точек геометрические объекты задают

аналитически с помощью чисел, уравнений, неравенств или их систем и

тем самым при доказательстве теорем или решении геометрических
задач используют аналитические методы. Это существенно
упрощает рассуждения и часто позволяет доказывать теоремы или

решать задачи, пользуясь определенным алгоритмом (производя те

или иные вычисления), в то время, как синтетический метод в

геометрии в большинстве случаев требует искусственных приемов. Но для
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того чтобы пользоваться методом координат, необходимо уметь
с помощью чисел, уравнений, неравенств или их систем задавать

геометрические фигуры.
Напомним, что фигурой называется любое множество точек..

Рассмотрим фигуру Ф, расположенную на^ плоскости с заданной
на ней аффинной системой координат Ое\ег. Условием,

определяющим фигуру Ф в данной системе координат, называется

уравнение, неравенство или их система, которым удовлетворяют
координаты любой точки фигуры Ф и не удовлетворяют
координаты точки, не принадлежащей фигуре Ф. Уравнение,
определяющее фигуру Ф, называется уравнением фигуры Ф в данной
системе координат.

При изучении геометрических объектов методом координат
часто рассматривают две задачи: 1) по заданным

геометрическим свойствам фигуры составить аналитические условия,

определяющие эту фигуру; 2) по заданным аналитическим условиям,
определяющим фигуру, выяснить ее геометрические свойства.

2. Рассмотрим примеры решения первой задачи.

Пример 1. В прямоугольной системе координат 01] дана

прямая d, проходящая через точку А (а, 0) и параллельная оси

Оу (рис. 43). Написать уравнение прямой d.
Решение. Точка М (х, у) плоскости лежит на прямой d

тогда и только тогда, когда

*= a. (1)

Действительно, если точка Мо (хо, уо) лежит на прямой d,
то точка А является проекцией точки М0 на ось Ох, поэтому
точки Мо и А имеют одну и ту же абсциссу, т. е. хо = а. Мы видим,
что координаты точки Мо удовлетворяют уравнению (1). Если
точка М' (х\, у\) не лежит на прямой rf, то ее проекция М[ на

ось Ох не совпадает с точкой А (см. рис. 43), поэтому х\Фа
и, значит, координаты точки М' не удовлетворяют уравнению (1).
Итак, доказано, что уравнение (1) является уравнением прямой d.

П р и м е р 2. Найти условия, определяющие каждую из

заштрихованных фигур, изображенных на рисунке 44. При этом

предполагается, что точки, принадлежащие контурам фигур, принадлежат
самим фигурам (система координат для каждой фигуры указана

на рисунке).
Решение. На рисунке 44, а

изображен прямоугольник ОАВС,
мХхьУ^ ]м(хо,Уо) который является пересечением

двух полос. Обозначим эти

полосы через I и II. Полоса I

ограничена прямыми ОС и АВ. Коор-

\А(аО) динаты точек М (х, у) этой и

' '

только точек этой полосы

удовлетворяют неравенствам: 0^х^5.

т
i
i

Рис.43 Полоса II ограничена прямы-

50



С(0,3)

A(S,0) о е, А

В)

ми ОА и СВ. Координаты точек М (х, у) этой и только точек этой

полосы удовлетворяют неравенствам: О^у^З.
Таким образом, условия, определяющие прямоугольник ОАВС

в указанной системе координат, свелись к системе неравенств:

I 0<у<3.

На рисунке 44, б изображена полуплоскость (к ней
причисляются и точки ее границы). Этой полуплоскости принадлежат те и

только те точки плоскости, у которых ординаты неотрицательны.
Значит, условие, определяющее эту полуплоскость, имеет вид: у^О.

На рисунке 44, в изображен^ один из координатных углов

аффинной системы координат Ое\в2. Для того чтобы точка М (х, у)
принадлежала этой фигуре, необходимо и достаточно, чтобы

каждая из ее координат была неотрицательна. Следовательно, условия,

определяющие рассматриваемую фигуру, сводятся к системе

неравенств:

3. Рассмотрим теперь примеры решения второй задачи.

Пример 3. Установить вид фигуры Ф, которая в данной

прямоугольной системе координат OtJ имеет уравнение

*2 + г/2 = 4. (2)

Решение. Если М (лг, у) — произвольная точка фигуры Ф,
то ее координаты удовлетворяют уравнению (2). Так как ОМ2=
=х2 + У2, то для точки М имеем: ОМ2= 4, или ОМ= 2. Таким

образом, любая точка фигуры Ф удалена от начала координат
на расстояние г= 2, т. е. лежит на окружности о> радиуса г

с центром в начале координат (рис. 45).
Если точка М\ (х\, у\) не принадлежит
фигуре Ф, то х\-\-у\ф\, т. е. ОМ\Ф2. Это
означает, что ЛЬ^со. Таким образом,
фигура Ф, заданная уравнением (2), является

окружностью со.

Пример 4. Найти фигуру Ф,^которая
в данной системе координат Ое\в2 имеет

уравнение х2 + у2 + 1 = 0. Рис. 45
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Решение. Так как координаты любой точки М (х, у)
являются действительными числами, то х2^0 и */2^0, поэтому для
любой точки М (х, у) плоскости jt2 +y2+l>0. Следовательно, на

плоскости нет ни одной точки, координаты которой удовлетворяют
уравнению х2-\-у2-\- 1 =0. Это означает, что Ф — пустое множество.

§18. Алгебраическая линия. Окружность

1. При изучении геометрии на плоскости методом координат в

качестве фигур чаще всего рассматриваются линии. Примерами
линий являются прямая, окружность, парабола, синусоида и др.

Строгое определение линии будет дано позже, во второй части

настоящего курса геометрии. Условием, определяющим линию у

в данной системе координат на плоскости, является, как правило,

уравнение, которое называется уравнением линии у.

Линия на плоскости называется алгебраической, если в какой-

либо аффинной системе координат уравнение этой линии можно

представить в виде

Пх, У)=0, (1)

где F (х, у) — многючлен от переменных х, у, т. е. сумма членов

вида axsyt (а — действительное число, s, t — целые

неотрицательные числа). Степенью члена axsy\ где афО, называется число

s-\-t. Степенью многочлена F (х, у) называется наивысшая степень

^его членов. Степень многочлена F (х, у) называется порядком
линии, определяемой уравнением (1). Примером алгебраической линии

первого порядка является прямая, заданная уравнением (1) в

§ 17, а примером линии второго порядка
—

окружность, заданная

уравнением (2) в § 17.
Теорема. Понятие алгебраической линии, а также порядок

линии не зависят от выбора аффинной системы координат,
? Возьмем на плоскости аффинную систему координат Ое\еъ

Пусть в этой системе координат линия у определяется
уравнением (1), где F (х, у) — многочлен^ степени п. Зададим другую
аффинную систему координат O'efe^ Координаты х, у произвольной
точки М плоскости в системе tieie^ выражаются через ее

координаты х\ у' в системе О'ЙЙ по известным формулам (см. § 15,
формулы (3)):

х = сх хх' + сХ2у' + х0у .

У = С21Х' + С22У'+У0.

Чтобы получить уравнение линии у в системе O'eUb, надо в

уравнении (1) заменить х, у их выражениями по формулам (2).
Получим уравнение

G(x\ r/0=0. (3)

Многочлен F (х, у) есть сумма членов вида axsyl. После
замены х, у их выражениями (2) вместо члена axsyt получим

выражение
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а(СПХ' + С12У'+ХоУ(С2\Х' + С22У'+УоУ. (4)
Таким образом, G (х\ у') есть сумма выражений вида (4), и

потому G (х', у') — многочлен от переменных х\ у'. Итак, понятие

алгебраической линии не зависит от выбора аффинной системы

координат.
Докажем теперь, что G (х\ у') — многочлен степени п. Пусть

т — степень этого многочлена. Если в выражении (4) раскрыть
скобки и привести подобные члены, то получим сумму членов вида

а'(х')р(у'У, где в каждом таком члене p + q^s^t. Отсюда следует,
что пг^п. Будем теперь считать, что O'eieb — старая система

координат, а Ое\е2— новая. Тогда по доказанному п^т. Итак,
тО, п^т, этому т= /г. Щ

Замечание. Разбиение множества линий плоскости на

алгебраические и неалгебраические основано на использовании

аффинной системы координат. Для такого разбиения множества линий
система полярных координат непригодна. Например, на рисунке 46

прямая / в полярной системе координат Ot имеет уравнение
р cos ф

= а, где а= ОА. Это уравнение не является алгебраическим.
Уравнение той же прямой / в системе At является алгебраическим:

2. Докажем, что окружность является алгебраической линией

второго порядка. Для^этого возьмем на плоскости прямоугольную
систему координат Oij и в этой системе координат составим

уравнение окружности со радиуса г с центром в точке С (а, Ь).
Точка М (ху у) плоскости принадлежит окружности о тогда

и только тогда, когда СМ= г или СМ2= г2. Это равенство в

координатах запишется так:

{x-af+(y-bf= r2. (5)

Это и есть уравнение окружности со.

Действительно, если точка М0 (х0, уо) лежит на окружности,
то СМо= г2, т. е. (хо — а)2+(уо— Ь)2 = г2, поэтому координаты точки

Мо удовлетворяют уравнению (5), а если точка М\(х\у у\) не

лежит на окружности, то СМ2Фг2, т. е. (xi— a)2+ ((/i — bf<r2 и,

значит, координаты точки М\ не удовлетворяют уравнению (5).
Итак, доказано, что уравнение (5) есть уравнение окружности
радиуса г с центром в точке С (а, Ь).

В частности, если центр окружности
совпадает с началом О координат, то

а=6 = 0, поэтому уравнение (5) принимает
вид:

х2 + у2 = г2. (6)

Уравнение (5) можно записать в виде

х2+у*+Ах+Ву+ С=0, (7)

где А = -2а, В=—2Ь, С=а2+ Ь2-г2.

/

г/
/

А
о Т

м

а

г

р_

Рис. 46
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Таким образом, уравнение любой окружности в прямоугольной
системе координат имеет вид (7), т. е. окружность является

алгебраической линией второго порядка.

Рассмотрим теперь обратную задачу, т. е. выясним, что собой

представляет алгебраическая линия второго порядка, заданная

уравнением (7). Перепишем это уравнение так:

(,Ч24*+^)+(/+Ф+х) +с-х-х-с

Сравнивая полученное уравнение с уравнением (5), видим, что

если Л2 + В2—4С>0, то линия, заданная уравнением (7), является

( А В\ Л V^2+B2-4C
окружностью с центром I——, —г-J и радиусом -

.

3. Окружность является примером алгебраической линии

второго порядка. В дальнейшем покажем (гл. IV), что, кроме

окружности, существуют и другие алгебраические линии второго
порядка.

Отметим, что существует бесконечное множество

неалгебраических линий.^Гак, линии, определяемые в прямоугольной системе

координат OlJ уравнениями у= sin х, у = tg х, у = lg ху у = ах

(a= const^0, аФ 1) и др., являются примерами неалгебраических
линий. Действительно, если предположить, что какая-либо из этих

линий алгебраическая, то по теореме п. 1 эта линия в_ любой

аффинной системе координат, в том числе в системе Olj,
определяется уравнением вида (1), где F (х, у) — многочлен. Но это

невозможно, так как можно доказать, что ни одна из функций sin x,

tg х, lg x, ax не может быть представлена в виде многочлена.

§ 19. Приложение метода координат к решению задач
школьного курса геометрии

1. В этом параграфе приведем некоторые примеры приложения
метода координат к доказательству теорем и решению
геометрических задач. Рассмотрим сначала теорему, где используется

формула расстояния между двумя точками.

Задача 1. Доказать теорему Стюарта: если дан треугольник
ABC и на его основании точка D, лежащая между точками

В и С, то справедливо равенство

AB2.DC+AC2-BD—AD2.BC=BC-DC.BD. (1)

Решение. Прямоугольную систему координат возьмем так,

как показано на рисунке 47. Введем обозначения для координат
точек Л, С и D: А (а, р), С (у, 0), D (б, 0). При данном выборе
системы координат BD= 8, BC= y.

Вычислим теперь все величины, которые входят в равенство (1):
ЛВ2 = а2+ р2, BC= y;
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ЛС2 =(а-7)2+ Р2, BD = 8;
ЛД2= (а-б)2 + р2, DC=7-6.

Отсюда получаем: АВ2 . DC + ЛС2 • BD — 4D2 - ВС =

=(a2+ p2)(7-S)+[(a-Y)2+ P2]S-[(a~6)2+ p2]y=726-62Y=
=y8(y-8)= BC-BD-DC. ¦

Заметим, что из формулы (1) нетрудно получить следующую

формулу для вычисления медианы треугольника через его стороны:

Ь2 + с2 а2 /оч
та=—^ —

• (2)

В самом деле, пусть AD — медиана треугольника ABC. Если

положить АВ = с, ВС= а, CA = b, AD = m, то ВВ = ВС=-^-.
Подставив эти значения в формулу (1), получаем равенство (2). Если

пользоваться теоремой косинусов: a2 = b2-\-c2 — 2bc cos А, то из

равенства (2) получаем формулу, которая была выведена при решении
задачи 4 § 10.

2. Рассмотрим другие примеры приложения метода координат
к решению геометрических задач.

Задача 2. Найти множество всех точек плоскости, для

каждой из которых разность квадратов расстояний от двух данных
точек А и В есть постоянная величина а.

Решение. Прямоугольную систему координат возьмем так,
как показано на рисунке 48. Если АВ = а, то в выбранной системе

координат А (0, 0) и В (а, 0).
Для того чтобы точка М (х, у) принадлежала искомому

множеству точек, необходимо и достаточно, чтобы AM2— BM2= a или

х2 + у —[(х— а)2 + у2]= а. После элементарных преобразований
получаем уравнение искомого множества точек в выбранной
системе координат:

2a (3)

Этим уравнением определяется прямая, параллельная оси Оу
(т. е. перпендикулярная к прямой АВ) и отстоящая от точки А

на расстоянии a7~a (§ 17, пример 1). Эта прямая пересекает
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луч АВ, если а + а2>0, проходит через точку Л, если а + а2 = 0,
и пересекает дополнительный луч, если а + а2<0 (рис. 48,
прямые 1\, /г, /з).

Рассмотрим частный случай, когда а = 0. В этом случае
множество G состоит из тех и только из тех точек М, для которых
AM2—MB2= 0 или АМ=МВ. Итак, получили известную из

школьного курса геометрии теорему: множество точек плоскости,

равноудаленных от двух точек Л и В, есть прямая, проходящая через
середину С отрезка АВ и перпендикулярная к нему (серединный
перпендикуляр отрезка АВ\ прямая Ц на рисунке 48).
Задача 3. Найти множество всех точек, для каждой из

которых отношение расстояний от двух данных точек А и В есть

постоянная величина X, не равная единице.
Решение. Прямоугольную систему координат возьмем так,

как показано на рисунке 49. Если АВ = а, то в выбранной
системе координат А (а, 0), В (0, 0).

Для того чтобы точка М (х, у) принадлежала искомому
множеству, необходимо и достаточно, чтобы АМ=^ХВМ. Так как

АМ=л1{х-а)2+ у2, MB=^Jx2+ y2, то ^(x-af+ y2= lл/х2 + у2.
Если возвести в квадрат и привести подобные члены, то

получим уравнение х2 (1 — Xf + y2 (1 — А,2) — 2ах+ а2 = 0. Так как

X2— 1=^=0, то, разделив на 1— X2, окончательно получим:

2 , 2 2ах

1- 1-
-=0.

Этим уравнением определяется окружность радиуса

1 Г
с центром в точке С( а

2, 0)-X2)2 1-Я,2 |1-Х2|

(см. § 18, п. 2). Точка С лежит на прямой АВ (рис. 49). Эта

окружность называется окружностью Аполлония.

Задача 4. Дана окружность радиуса г и на ней точка А.

Найти множество точек Q, делящих всевозможные хорды,

проведенные через точку Л, в одном и том же отношении А,, где

Я>0.

Решение. Возьмем прямоугольную систему координат так,
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чтобы центр данной окружности совпал с началом координат,
а точка А имела координаты Л ( — г, 0) (рис. 50). Пусть АВ —

произвольная хорда, проходящая через точку А, а М — точка

—>- —>¦

множества Й, т. е. АМ= ХМВ. Обозначив координаты точек В
и М соответственно через (х\, у\) и (х, у), будем иметь:

— r+ Xxi lyi

х=-ГПГ'У=Т+х- (4)

Отсюда, учитывая, что А,>0, получаем:

*1=—(*+т+х)• у*=—у- (5)

Так как точка В(хь yi) лежит на данной окружности, то

jcf+y? = r2, поэтому

или

Итак, доказано, что если М (х, у) — произвольная точка

искомого множества Q, то ее координаты удовлетворяют уравнению (7).
Обратно, если координаты (х, у) точки М удовлетворяют

уравнению (7), то они удовлетворяют также уравнению (6). Отсюда
следует, что точка В (х\, у\\ координаты которой определяются

равенствами (5), лежит на данной окружности х2 + у2 = г2. С
другой стороны, из равенств (5) получаем равенства (4), т. е. точка М

делит отрезок АВ в отношении X и, следовательно, M?Q.
Таким образом, множество Q определяется уравнением (7),

т. е. является окружностью радиуса -г~гг (без точки А) с центром

в точке [—
, 0 J (§ 18, п. 2). Эта окружность при любом к

проходит через точку А. При А,= 1 одним из диаметров
окружности является отрезок АО.



Глава III

ПРЯМАЯ ЛИНИЯ НА ПЛОСКОСТИ

§ 20. Уравнение прямой

1. Любой ненулевой вектор, параллельный данной прямой,
называется ее направляющим вектором. Прямая имеет бесконечное

множество направляющих векторов, однако любые два из них

коллинеарны, так как они параллельны одной прямой.
Положение прямой определяется однозначно, если даны

направляющий вектор прямой и некоторая ее точка или две

точки прямой. Поставим задачу: зная в аффинной системе

координат Ое\в2 координаты направляющего вектора а и точки Мо или

двух точек Mi n М2 данной прямой, написать ее уравнение.
2. Уравнение прямой, заданной точкой и направляющим

вектором.

^
Пусть на плоскости выбрана аффинная система координат

Ое\е2 и в этой системе известны координаты^ некоторой точки

Мо(хо, уо) прямой d и направляющего вектора а{аи а2) этой
прямой (рис. 51). Напишем уравнение прямой d. Очевидно, точка

М (х, у) лежит на прямой d тогда и только тогда, когда векто-

ры МоМ и а коллинеарны. Так как вектор М0М имеет

координаты (х — хо, у
— уо\ то по теореме § 9

I X— -^0 ^ 1 I
__ q /1 \

I у—уо а2\ u

Если точка М лежит на прямой d, то ее координаты
удовлетворяют уравнению (1), а если она не лежит на прямой, то ее

координаты не удовлетворяют этому уравнению, поэтому
уравнение (1) является уравнением прямой d. Уравнение (1)
можно также записать в виде

а2 (х— х0)— а{ (у — у0) = 0. (Г)

3. Уравнение прямой, заданной двумя точками.

Пусть на плоскости выбрана аффинная система координат

Ое\е2 и в этой системе известны координаты двух точек М\ (х\, у{)

и М2 (х2, у2) данной прямой d (рис. 52). Тогда вектор М\М2
является направляющим вектором этой прямой. Так как этот вектор
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\М,

имеет координаты {х2 — х\, у2
— у\\ то согласно формуле (1)

уравнение прямой d имеет вид:

X— Х\ Х2 — Х\
= 0. (2)Ч— У\ У2

—

У\

Если Х2 —Х\Ф0 и у2
—у^Ф0, то это уравнение можно запи

сать в виде

X— Х\ У
—

У\

Х2 — х\ г/2
— г/i

(2')

4. Уравнение прямой с угловым коэффициентом.
Пусть на плоскости выбрана аффинная система координат

Ое\в2 и дана прямая d, пересекающая ось ординат. Если а(а\, а2)—
направляющий вектор прямой, то а и е% не коллинеарны, поэто-

а2

му а^ФО. Число k=— называется угловым коэффициентом пря-

мой d. Покажем, что угловой коэффициент прямой не зависит от

выбора направляющего вектора прямой. Действительно, если

b(b\, 62) — другой направляющий вектор прямой d, то а\\Ь,
поэтому координаты векторов а и Ь пропорциональны (§ 9, п. 3):
ai=A,6i, a2= A,&2. Отсюда, учитывая, что а\Ф0, Ь\Ф0, полу-

чаем —=—==—

Угловой коэффициент k прямой имеет простой
геометрический смысл, если прямая задана в прямоугольной системе

координат Of/. В самом деле, пусть а(а\, аг) —

направляющий вектор этой ^прямой
(рис. 53). По теореме § 14 а\ = \а\ cos ср,

а2=\а\ sin ф, где ф= (Г, а).
Следовательно,

число k позволяет определить

направленный угол ф= (Г, о), поэтому k

называется угловым коэффициентом прямой. Рис. 53

, \а\ sin ф
#=-=г- = tg ф. Таким образом,

\а\ cos ф
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Пусть k — угловой коэффициент прямой d, заданной в

аффинной ^системе координат Ое\в2. Ясно, что любой ненулевой
вектор р(р\, р2), координаты которого удовлетворяют равенству

k=—, является направляющим вектором прямой d. Поэтому,

зная число ?, можно определить направление прямой d, и, зная

какую-нибудь точку Мо этой прямой, можно определить ее

положение.

Составим уравнение прямой, заданной в аффинной системе

координат точкой Afo (хо, Уо) и угловым коэффициентом k. Пусть
5(ai, аг) — направляющий вектор прямой. Тогда согласно

формуле (Г) уравнение прямой имеет вид: аг (х— Хо) — щ (у— у0)= 0,
или, разделив на ai, получаем:

y
—

yo= k(x— x0). (3)

Если в качестве точки М (лго, уо) взять точку В (О, Ь)
пересечения Прямой d с осью ординат, то уравнение (3) примет вид:

y= kx+ b. (4)

Это уравнение называется уравнением прямой с угловым

коэффициентом. Подчеркнем, что в виде (4) можно записать

уравнение любой прямой, пересекающей ось ординат.
5. Параметрические уравнения пр я м^о й.

Выберем какую-нибудь аффинную систему координат Ое\в2 и

зададим прямую d направляющим вектором a (ai, аг) и точкой Мо (хо, уо).
Точка М (х, у) принадлежит прямой тогда и только тогда, когда

МоМ\\а, т. е. когда существует такое число t, что M0M= ta. Это

соотношение в координатах запишется так: х— xo= ta\, у— yo= ta2y
или

x= Xo + a\t, ,~

y= yo + a2t.

Эти равенства называются параметрическими уравнениями

прямой, а t ее параметром. Смысл этих уравнений заключается

в следующем: каково бы ни было действительное число /, точка

с координатами х, у> которые удовлетворяют условиям (5),
лежит на прямой d. Обратно, если (х, у) — точка прямой d, то

всегда найдется такое t, что х и у выражаются через хо, уо,
ai, аг при помощи равенств (5).

§ 21. Общее уравнение прямой

1. В предыдущем параграфе было показано (см. уравнение Г),
что уравнение любой прямой в аффинной системе координат
является уравнением первой степени, т. е. может быть записано

в виде

Ах+ Ву+ С= 0, (1)
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где числа А и В одновременно не равны нулю. Таким образом,
прямая является алгебраической линией первого порядка.

Докажем обратное утверждение.
Теорема 1. Линия на плоскости, заданная в аффинной

системе координат уравнением первой степени1

Ах+Ву+ С= 0, (1)

есть прямая. Вектор (— В, А) является направляющим вектором
этой прямой.

П Пусть у— линия, заданная уравнением (1), а Л4о (*о, Уо) —

некоторая ее точка, т. е. точка, координаты которой
удовлетворяют уравнению (1):

Ахо+ Ву0+ С= 0. (2)

Такая точка всегда существует, так как А и В

одновременно не равны нулю. Определив из равенства (2) С и подставив

в уравнение (1), получим уравнение линии у в виде Ах-\-Ву—Ахо—
— Ву0 = 0, или А(х— хо) — (— В)у— уо)= 0.

Это уравнение имеет в точности вид (Г) § 20 и,

следовательно, определяет прямую, проходящую через точку Мо (хо, уо)
с направляющим вектором а(

— В, А). |
Таким образом, любое уравнение первой степени (1) в

аффинной системе координат определяет прямую линию. Другими
словами, любая алгебраическая линия первого порядка есть

прямая линия. Уравнение (1) называется общим уравнением
прямой, а х и у называются текущими координатами точки прямой.

2. Пусть в аффинной системе координат Ое\еч дана прямая
общим уравнением (1). Выясним особенности расположения
прямой относительно системы координат, если некоторые из

чисел А, В и С равны нулю. (Напомним, что хотя бы одно из

чисел А и В отлично от нуля.)
1) Если С= 0, то уравнению (1) удовлетворяют координаты

точки О (0, 0) и, следовательно, прямая проходит через начало

координат. Обратно, если прямая проходит через начало

координат, то в этом случае С= 0. Итак, прямая (1) проходит через
начало координат тогда и только тогда, когда С= 0. В этом

случае уравнение прямой имеет вид: Ах-\-Ву= 0.

2) Если Л=0, то направляющий ^вектор прямой а^( —В, 0)
коллинеарен координатному вектору е\, т. е. вектор е\ парал-

лелен прямой. Обратно, если а\\еи то in' =0=>-Л=0.

Итак, вектор в\ параллелен прямой (1) тогда и только тогда,
когда А = 0. В этом случае уравнение прямой имеет вид: Ву-\-С= 0

или #
= 6, где Ь=—д-.

Если Л = 0, СфО, то прямая (1) не проходит через начало

Следовательно, А и В одновременно не равны нулю.
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Рис. 54 Рис. 55

координат и поэтому параллельна оси Ох\ если же А = С= 0, то

прямая совпадает с осью Ох и имеет уравнение у= 0.

3) Аналогично вектор е2 параллелен прямой (1) тогда и

только тогда, когда 6 = 0. В этом случае уравнение прямой можно

записать в виде х= а. Если В = 0, СфОу то прямая параллельна
оси OY, если же В = С= 0, то прямая совпадает с осью Оу
и имеет уравнение х= 0.

3. Для построения прямой по ее уравнению достаточно знать

два элемента, определяющие ее. Этими элементами могут быть:

а) направляющий вектор и некоторая точка прямой; б) две

точки, лежащие на прямой.
На рисунке 54 построена прямая d: х-\-2у—1=0. Рисунок 54, а

соответствует случаю, когда в качестве определяющих элементов

выбраны направляющий вектор а ( — 2, 1) и точка Л40(0, -о-),
а рисунок 54, б — случаю, когда определяющими элементами

являются точки Л(1, 0) и В (2, —2~) • На рисунке 55 построены

прямая /i, заданная уравнением х= 3, и прямая /г, заданная
уравнением у= —4.

4. Зададим на плоскости аффинную систему координат Ое\в2
и рассмотрим прямую d, заданную в этой системе уравнением (1).
Эта прямая разделяет множество точек плоскости, не

принадлежащих ей, на две полуплоскости с общей границей d. Найдем
условия, определяющие эти полуплоскости.

Зафиксируем на прямой d некоторую точку Mq (хо, уо) и

рассмотрим векторы а (А, В) и В ( — В, А) (рис. 56). Эти векторы

о д\ =А2-\-В2>0.

Вектор В параллелен прямой d, поэтому вектор а не параллелен

этой прямой. Отложим векторы а и В от точки Mo: M0Mi=a

и МоМ2= Ь и обозначим через К полуплоскость с границей d,
содержащую точку М\ (рис. 56). Очевидно, точка М (х, у)
принадлежит полуплоскости X тогда и только тогда, когда базисы a, b

и М0М, b имеют одну и ту же ориентацию, т. е. когда базис М0М, b
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имеет правую ориентацию. Но

МоМ(х— лсо, У
— Уо), Ь( —В, А),

поэтому базис М0М, Ъ имеет

правую ориентацию в том и только

х—jco —В
'

\у—уо А
или Ах+Ву—(Ах0 +Вуо)>0. Так
как Мобя?, то Ахо + Ву0-\-С=0,
или С= —(Ллго + Вг/о)- Поэтому
предыдущее неравенство принимает
вид:

в том случае, когда >0,
Ь(-В,А)

Рис. 56

Ах+ Ву+ С>0. (3)

Это и есть неравенство, определяющее полуплоскость к.

Другая полуплоскость А/ с границей d определяется неравенством

Ах+Ву+ С<0. (4)

Итак, доказана следующая теорема.

Теорема 2. Если в аффинной системе координат прямая d

задана уравнением (1), то полуплоскости с границей d
определяются неравенствами (3) и (4).

Рассмотрим примеры применения этой теоремы.

Пример 1. Даны точки Afi (1, 2), М2 (3, 2), М3 (0,4), Af4 (5, 0)
и прямая х— 2i/+ 2 = 0. Среди указанных точек выбрать те,

которые с началом координат лежат по одну сторону от заданной

прямой.
Решение. Пусть р (х, у)= х— 2у-\-2. Найдем знак

многочлена р(х, у) в указанных точках. Имеем: р (0, 0) = 2>0,
р(1,2)=1-2.2+2=-1<0, р(3, 2)= 3-2.2+2=1>0, р (0, 4)=
= 0 — 2.4 +2=—6<0, р(5, 0)= 5 —2-0+ 2 = 7>0. Таким
образом, искомыми являются точки М2 и МА.
Пример 2. Даны точки М\(— 1, 1), М2 (2, —3) и прямая

2л:+ 3*/ — 5= 0. Установить, пересекает ли заданная прямая
отрезок М\М2.

Решение. Пусть р (х, у)= 2х+ 3у— 5. Находим: р(—1,1)=
= —2+3 —5<0, р(2, —3)=2-2—3-3 —5<0. Следовательно,
точки М\, М2 лежат по одну сторону от заданной прямой, и

потому заданная прямая не пересекает отрезок М\М2.

§ 22. Взаимное расположение двух прямых

1. В аффинной системе координат линия, заданная уравнением
первой степени, является прямой (§ 21, п. 1). Выясним, при каких

условиях два уравнения

Axx+ Bxy+ Cx=Q, (1)

А2х+ В2у+ С2= 0 (2)
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определяют одну и ту же прямую. Докажем следующую

теорему.

Теорема. Для того чтобы уравнения (1) и (2) в аффинной
системе координат определяли одну и ту же прямую, необходимо
и достаточно, чтобы коэффициенты в этих уравнениях были

пропорциональны.
П Пусть уравнения (1) и (2) в системе координат Ое\е2

определяют одну и^ту же прямую d. По теореме 1 § 21 векторы
а\ (— В\, А\) и а2(— В2, А2) являются направляющими векторами
этих прямых, поэтому они коллинеарны, т. е. их координаты

пропорциональны:
— В2= 'К(— В\), А2 = ХА\У или A2= XAU В2= КВ\.

Пусть Мо — точка прямой d. Тогда A\Xo-\-Biyo+ Ci=0 и

А2хо + В2у0 + С2= 0. Отсюда, учитывая, что А2 = уА\, В2 =уВи
получаем: С2 = Х (—A\Xq — B\yo)= XC\. Таким образом,

А2= ХАи В2= ЬВи С2= 1С{. (3)

Обратно, пусть в уравнениях (1) и (2) коэффициенты
удовлетворяют равенствам (3). При этом ХфО, так как А2 и В2

одновременно не равны нулю. Тогда уравнение (2) можно записать

в виде

kAix+kBiy+kCx=0. (4)

Уравнениями (1) и (4) задается одна и та же прямая, так как

если координаты (х, у] точки удовлетворяют уравнению (1), то они

удовлетворяют и уравнению (4).
2. Выясним взаимное расположение двух прямых d\ и d2,

заданных в некоторой аффинной системе координат Ое\е2
уравнениями: Л \ О \ П П /Е\Alx+ Biy+ C{=0, (5)

А2х+ В2у+ С2 = 0. (6)

По теореме 1 § 21 вектор а\ ( — В\, А\) параллелен прямой
du а лектор а2(—В2, А2)— прямой d2. Возможны два случая.

1) Векторы i и i не коллинеарны. В этом случае
прямые d\ и d2 пересекаются. ^Обратно, если прямые d\ и d2
пересекаются, то векторы а,\ и а2 не коллинеарны. Условие

неколлинеарности векторов а\~и а2 согласно теореме § 9 запишется

Для определения координат точки пересечения этих прямых,
очевидно, необходимо совместно решить систему (5) и (6).

2) Векторы щ, а2 коллинеарны. В этом случае
прямые параллельны, так как по предположению они не совпадают.

Обратно, если прямые (5) и (6) параллельны, то векторы щ и

а2 коллинеарны. Условие коллинеарности векторов а,\ и а2

запишется так:
¦ -вх -в2\ _.0) или

1^1 в,| =аАх А2\ ~^
плп

\А2 В2 '
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•d,

a) 6)

Рис. 57

Таким образом, можно сформулировать следующий вывод

о взаимном расположении прямых d\ и d2, заданных

уравнениями (5) и (6).
1) Прямые d\ и d,2 пересекаются тогда и только тогда, когда

коэффициенты при х и у в уравнениях (5) и (6) не

пропорциональны (рис. 57, а).
2) Прямые d\ и d<t совпадают тогда и только тогда, когда

все коэффициенты & уравнениях (5) и (6) пропорциональны,
т. е. существует такое число X, что A2 = kAi, B2 = A,Bi, C2 = A,Ci

(рис. 57, б).
3) Прямые (5) и (6) параллельны тогда и только тогда, когда

коэффициенты при х и у пропорциональны, но свободные члены

им не пропорциональны, т. е. существует такое число Я, что

А2= ЪА\, В2= 1Ви С2фХС{ (рис. 57, в).

§ 23. Расстояние от точки до прямой

1. Ненулевой вектор п называется перпендикулярным данной

прямой, если он перпендикулярен любому направляющему
вектору прямой (рис. 58). Существует бесконечное множество

векторов, перпендикулярных данной прямой. Докажем следующую
лемму.

Лемма. Если прямая d в прямоугольной системе координат
задана уравнением

Ах+ Ву+ С= 0, (1)

то вектор п(А, В) перпендикулярен прямой d.

О По теореме 1 §21 вектор а ( — В, А) является

направляющим вектором прямой d. Но векторы п и а взаимно пер-

Рис. 58
Рис. 59
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пендикулярны, так как шг = (— В) А +Л-В= 0. Отсюда и следует,
что вектор п перпендикулярен прямой d. Щ

2. Пусть Мо — точка, не лежащая на прямой d. Как
известно из школьного курса геометрии, длина перпендикуляра AfoMi,

проведенного из точки М0 к прямой d, называется расстоянием
от точки Мо до прямой d (рис. 59). Если Mo?dy то будем считать,
что расстояние от точки М0 до прямой d равно нулю. Обозначим

расстояние от произвольной точки М0 плоскости до прямой d

через о (Мо, d). Очевидно, для произвольной точки М прямой d
имеем: р (Afo, d)^M0M (рис. 59).

Поставим следующую задачу: в прямоугольной системе

координат OlJ даны точка М0 (хо, уо) и прямая d уравнением (1).
Вычислить р (Мо, d).

Пусть MoMi — перпендикуляр, проведенный из точки Мо

к прямой dy тогда р(Л10, d)=|AfiAfo|. По предыдущей лемме

вектор п(А, В) перпендикулярен к прямой dy поэтому коллинеа-

рен вектору М\Мо. По определению скалярного произведения

векторов имеем: М\Мо*п = |AfiAfol |n|-cos( М\Мо> п)=
= р(Л4о, d) \n\ (±1). Таким образом,

р(Мо, d)=—^—. (2)

Вычислим MiMo-n. Пусть (х\, у\)— координаты точки Ми

тогда М\Мо (хо — х\, yo
— yi)- Поэтому MiMo-n= (xo — x\) A +

+ (Уо — У\) В = Ахо + Ву0 —(Axi+Byi). Так как Afi?d, то

Axi + By\ + C= 0. Таким образом, М\М0 п =Ахо+ Вуо + С.

Учитывая, что \п\ =уА2-\-В2, из формулы (2) окончательно

получаем:

р(Мо, а)= —. (3)
Ул2+в2

Пример. В прямоугольной системе координат дана
прямая d уравнением Зх— 4у— 2 = 0. Найти расстояние от начала

координат до прямой d.

Решение. Начало координат О имеет координаты (0, 0).
По формуле (3) получим: р (О, d)= |3'°"±i=^i=^i==-|-»

-у9+16 5 5

§ 24. Угол между двумя прямыми

1. Рассмотрим на плоскости две прямые di и rf2, пересекающиеся
в точке А. Лучи этих прямых, исходящие из точки Л, образуют
четыре угла: Z.1, /-2У ZL3, /-\ (рис. 60), причем ZL1 = ZL3

и zL2=Z14, так как пары углов Z.1, /-Ъ и Z2, Z.4
вертикальные. Из школьного курса геометрии известно, что углом между
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Рис. 60 Риа61

прямыми d\ и d2 называется величина того из этих углов,

который не больше других углов. Отсюда следует, что угол между

пересекающимися прямыми не больше -~. На рисунке 61 угол

между прямыми d\ и d2 равен 30°, угол между прямыми U и /2
равен 60°, а между прямыми pi и р2 равен 90°.

Введем теперь понятие направленного угла между
пересекающимися прямыми на ориентированной плоскости. Рассмотрим
пересекающиеся прямые d\ и d2 , заданные в определенном

порядке: d\ — первая прямая, а d2 — вторая. Выберем

направляющие векторы а{ и а2 этих прямых так, чтобы (а{у а?)<!-?-.
Направленным углом между прямой d\ и прямой d2 называется

направленный угол между векторами щ и а2, т. е. величина (ai, a2).
Таким образом, направленный угол ф между любыми двумя

пересекающимися прямыми заключен в пределах —^-^ф<-|-.
Заметим, что если прямые d\ и d2 не перпендикулярны, то —^-<
<Ф<-^-, а если они перпендикулярны, то ф=4г либо ф=—^-.

2. Задача. Найти направленный угол_ eg между прямыми
d\ и d2, если в ортонормированном базисе Г, / даны координаты

произвольных направляющих векторов а(а\, a2) и b(b\, b2) этих

прямых.
Решение. Если векторы а и b перпендикулярны, т. е.

a\bi + a2b2 = 0y то и прямые d\ и d2 перпендикулярны, поэтому

Ф=^-либо ф=—?-.
Рассмотрим случай, когда прямые d\ и d2 не

перпендикулярны, т. е. а\Ь\-\-а2Ь2фО. Докажем, что в этом случае

tg<P= tg(a, b). (1)

Действительно, если (а, 6)<4р то по определению ф= (а, Ь),

поэтому имеет место равенство (1). Если (а, 6)>-^-, то
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(а, ( — 6})<-j-, поэтому ф=(а, (— &)). Пользуясь формулами (2) из

§ 14, ^получаем: J.g <р = tg (аГГ—*)) = 1 ((О) + (?, (-*))) =

=tg((C?)+*)=tg(5T&).
Принимая во внимание формулы (5) из § 14, из формулы (1)

получаем:

4- Г2 Й2 /Q\

3. Применим формулу (2) для нахождения направленного
угла между пересекающимися прямыми d\ и d2, заданными

уравнениями в прямоугольной системе координат Oij:

dx\ i4iJC + i3ii/+Ci=0,
d2: A2x+ B2y+ C2= 0.

По теореме 1 § 21 направляющие векторы этих прямых
имеют координаты а\ (—В\, А\), а2(—В2, А2). Возможны два
случая.

1) а\*а2 = 0. В этом случае прямые d\ и d2 перпендикулярны,

т. е. Ф=4г либо ф=—-y- Но аха2=(—В\){—В2)+А{А2=

=AiA2-\-B\B2, поэтому прямые d\ и d2 перпендикулярны тогда

и только тогда, когда

AiA2+ B{B2 = 0. (3)

2) а\>а2ф0. Направленный угол ф между прямыми d\ и d2
вычисляется по формуле (2):

_

-BiA2+AiB2
g(p"" АХА2+ ВХВ2

'

или -

„\А\ А2 I
, I В\ В2 I
g V~AiA2+BiB2

* ^

Заметим, что столбцы определителя в числителе правой части

этой формулы имеют простой геометрический смысл: первый
столбец образуют координаты вектора, перпендикулярного
первой прямой, а второй столбец — координаты вектора,
перпендикулярного второй прямой.

Теперь рассмотрим случай, когда прямые d\ и d2 заданы

уравнениями с угловым коэффициентом:

d\\ y= kix+ bu
d2: y= k2x-\-b2.

Направляющие векторы этих прямых имеют координаты
ai(l, k\) и аг(1, k2), поэтому условие перпендикулярности прямых
запишется так:
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/51*2+1=0. (5)

Направленный угол уФ ±4г вычисляется по формуле (2):

k2—k\

*8ч,=Т+м7- (6)

Пример 1. В прямоугольной системе координат даны
уравнения двух прямых: х+ 2 = 0, Зх— Зу+ 5 = 0. Найти направленный
угол между этими прямыми.

Решение. Применим формулу (4) для нахождения угла

между данными прямыми:

I l 31

tg(p=
1о-з1 =^=_{SY

1-ЗН-0-( —3) 3

и, следовательно, ф=—^-.
Пример 2. В прямоугольной системе координат даны

уравнения двух прямых: у=1—х-\-5, у=^/Зх-\-7. Найти направлен-

ный угол между этими прямыми.
Решение. Данные прямые имеют угловые коэффициенты

/о V3
л/3 г ^—3~

k\=\- и fe2 = V3. По формуле (6) находим: tgcp= F—, или

tg(p=^-. Отсюда получаем: ф=-^-.

§ 25. Основные задачи на прямую

1. Рассмотрим в общем виде несколько задач на прямую,

которые часто приходится решать методом координат (система
координат аффинная).

Задача 1. Написать уравнение прямой d, проходящей
через точку М0 (хо, уо) и параллельной прямой, заданной
уравнением Ах+ Ву-\-С= 0.

Решение. По теореме 1 §21 вектор а ( — В, А) является

направляющим вектором данной прямой, поэтому он является

также направляющим вектором прямой d. Таким образом, прямая d

задана направляющим вектором а ( — В, А) и точкой Mo (jt0, f/o),

следовательно, имеет уравнение
°

„ =0, или
•
у
—

уо л |

А(х-хо)+В(у-уо)= 0. (1)

Задача 2. Найти координаты точки пересечения
непараллельных прямых, заданных уравнениями:

Aix+ Biy+ d=Q, (
А2х+ В2у+ С2= 0.

{ ]
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Решение. Для нахождения координат точки пересечения
данных прямых следует решить систему (2) относительно х и у.

В данном случае | -1 J | #0, поэтому система (2) имеет

единственное решение:
2 2

— Ci ян I л, —с

*0=
|Л, в,.

• У°~ .л, в,.
• (3)

J Лг 5-2 J |^2 ^2 I

Точка (хо, */о) является точкой пересечения данных прямых.
Задача 3. Написать уравнение прямой, проходящей через

точку Mi (xi, y\) и через точку пересечения двух прямых,
заданных уравнениями (2).

Решение. Первый способ. По формулам (3) найдем
координаты хо, уо точки М0 пересечения прямых (2), а затем

запишем уравнение прямой, проходящей через точки М\ и М0

(§ 20, п. 3).
Второй способ. Искомое уравнение прямой,

проходящей через точку пересечения прямых, заданных уравнениями (2),
можно записать в виде

X(Alx+ Bly+ Cl)+[i(A2x+ B2y+ C2)= 0i (4)

где X и [х
— числовые коэффициенты, не равные одновременно

нулю. Действительно, уравнением (4), по теореме 1 § 21,
задается прямая (легко проверить, что коэффициенты при х и у

одновременно не равны нулю), причем при произвольных
значениях X и (л, не равных одновременно нулю, эта прямая проходит

через точку М0 пересечения прямых (2).
Коэффициенты X и \х подберем так, чтобы прямая (4)

проходила через точку М\ (х\, у\). Для этого X и \i должны

удовлетворять УСЛОВИЮ: Х(А\Х\-\~В\У\-\-С\)-\-\к (Л2АГ2 + ^2^2+ С2)= 0.

Пример. Написать уравнение прямой d, проходящей через
точку Mi ( — 2, 6) и через точку пересечения прямых, заданных

уравнениями: х—Зу+1=0 и 2х+ 4(/ = 0.

Решение. Задачу решим вторым способом. В данном
случае уравнение (4) имеет вид: X (х— Зг/ +1) —J— jlx (2x+ 4i/) = 0.
Прямая d проходит через точку Mi ( — 2, 6), поэтому Х(— 2 — 18+1)+
-\-\i ( —4+ 24)= 0, или — 19?i+ 20^= 0. Этому равенству

удовлетворяют, например, числа А, = 20, jjl=19. Таким образом,
искомое уравнение имеет вид: 20 (х— Зу + 1)+ 19 (2х+ 4у)= 0, или

29х+ 8*/+10= 0.

2. Рассмотрим теперь задачи в прямоугольной системе

координат.

Задача 4. Написать уравнение прямой d, проходящей

через точку М0 (аго, уо) и перпендикулярной вектору Я (Л, В).
Решение. Произвольная точка М (jc, у) плоскости

принадлежит прямой d тогда и только тогда, когда вектор MqM пер-
_

—>¦

пендикулярен вектору п. Так как М0М имеет координаты
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(х — хо, у
— уо), то условие перпендикулярности векторов п и М0М

запишется так:

А (х— хо)+ В (у— у0)= 0.

Это и есть уравнение прямой, проходящей через точку

Afo (хо, уо) и перпендикулярной вектору п(А, В).
Задача 5. Написать уравнение прямой d, проходящей

через точку Мо (хо, уо) и перпендикулярной прямой /, заданной
уравнением Ах+ Ву-\-С= 0.

Решение. Вектор п (Л, В) перпендикулярен прямой / (§ 23,
п. 1), поэтому является направляющим вектором прямой d. Таким

образом, прямая d определяется точкой М0 (*0, уо) и

направляющим вектором Я (Л, В), т. е. имеет уравнение

| XyZXy°0 в\ • или В(х-хо)-А(у-уо)= 0.

Задача 6. На плоскости дана прямоугольная система

координат Оху. Написать уравнение прямой d, если известно, что

она проходит через точку Мо (*о, уо) и угол между прямыми Ох
и d равен ср.

Решение. Так как система координат прямоугольная, то

угловой коэффициент прямой d равен tg ф (см. § 20, п. 4). Поэтому
искомое уравнение прямой d имеет вид (3) § 20:

У— yo = tgq>(x— хо).

§ 26. Приложение к решению задач школьного курса геометрии

Задача 1. Доказать, что прямая, проходящая через
середины оснований трапеции, проходит через точку пересечения
прямых, содержащих боковые стороны.

Решение. Пусть ABCD
— данная трапеция с большим

основанием AD. Аффинную систему координат Ае\еч выберем так, как

показано на рисунке 62. В этой системе координат вершины

трапеции имеют координаты Л (0, 0), В (0, 1), С (а, 1), D(l, 0). Так как

AD>BC, то 0<а<1.

Пусть М и N — середины оснований AD и ВС трапеции. Эти

точки имеют координаты М(-^-, ОК Л^(-^, О-
Напишем уравнения прямых АВ, CD и MN

(см. § 20, п. 3):

{АВ): х= 0; {CD): х —(а— 1) у- 1 =0;

(MN): x+Lz±y-±=0.

Решив совместно первые два уравнения,
находим координаты точки Е пересечения
прямых АВ и CD (см. задачу 2 из § 25):

?(0, J. Координаты этой точки удовлетво- Рис. 62
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Рис. 63 Рис. 64

ряют уравнению прямой MN, поэтому прямая MN проходит через
точку пересечения прямых АВ и CD.

Задача 2. Доказать, что три прямые, содержащие высоты

треугольника, пересекаются в одной точке.

Решение. Пусть АА\, ВВ\ и СС\ — прямые, содержащие
высоты данного треугольника ABC. Прямоугольную систему

координат Ciij выберем так, как показано на рисунке 63. В этой

системе координат вершины треугольника имеют координаты
А (а, 0), В (р, 0), С (0, у), где а, р и у

—

некоторые числа,
отличные от нуля. Запишем уравнения прямых АА\, ВВ\ и СС\.
Прямая АА\ проходит через точку Л (а, 0) и перпендикулярна

вектору ВС ( — р, y)> поэтому имеет уравнение (§ 25, задача 4):
— р (х— а)-\-уу= 0, или рх— уу

— ар= 0. Аналогично запишем

уравнение прямой ВВ\\ ах— уу
— а$= 0. Прямая СС\ является

осью ординат, поэтому имеет уравнение х= 0.

Решив совместно уравнения прямых АА\ и СС\, находим

координаты точки Н пересечения этих прямых: #((3, ~~аЧ .

Координаты точки Я удовлетворяют уравнению прямой ВВ\\

а-0 —y( ——) — аР= 0, поэтому прямые АА\, ВВХ и СС\

пересекаются в одной точке (в точке Н).
Задача 3. Доказать, что центр S описанной окружности,

ортоцентр Н и центр тяжести Т треугольника лежат на одной
прямой (прямая Эйлера).

Доказательство. Пусть ABC — данный треугольник,
S — центр описанной окружности, Т — центр тяжести, Н —

ортоцентр треугольника. Прямоугольную систему координат

выберем так же, как и в предыдущей задаче (рис. 64). В этой

системе координат вершины треугольника имеют координаты
А (а, 0), В (р, 0), С (0, у). По задаче 2 точка Н имеет

координаты Я (о, —2Ё) .

Точка Т является точкой пересечения медиан

треугольника ЛВС, поэтому она имеет координаты т(а~Г
, 4-) (§ 11,

пример 2).
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Для нахождения координат точки S заметны, что она

является точкой пересечения серединных перпендикуляров сторон

треугольника. Прямая, проходящая через середину отрезка АВ

и перпендикулярная к нему, имеет уравнение *=^Цр1. Прямая,

проходящая через середину отрезка АС и перпендикулярная к

нему, имеет уравнение а(х—т-)-У\У—9~)=0> или ах~УУ
=

2 2
*

Решив совместно эти уравнения, находим координаты точки S:

/а_|_р у2 + «Р\
*Ч~~2-~~' ~W~ )'

Теперь докажем, что точки Я, S и Т лежат на одной прямой.
Для этого запишем уравнение прямой НТ (см. § 20, п. 3):

(Зар +vV- (а+ Р)7#-ар(а+ р)= 0.

Координаты точки S, как легко проверить, удовлетворяют
этому уравнению, поэтому S?HG, т. е. точки Я, S и Т лежат на

одной прямой.
Задача 4. Вычислить расстояние между прямыми,

содержащими противолежащие стороны ромба, если длины его

диагоналей равны а и Ь.
Решение. Пусть ABCD — данный ромб, а О — точка

пересечения диагоналей. Примем точку О за начало

прямоугольной системы координат, а оси направим вдоль диагоналей так,
чтобы точки С и В лежали на положительных лучах
координатных осей. В этой системе вершины ромба будут иметь координаты

*(-f.o).e(a 4). с(-Ь<>). о(о,-.*¦).
Задача сводится к нахождению расстояния от точки А до прямой
ВС. Уравнение прямой ВС имеет вид: 2bx-\-2ay— ab = 0.

Расстояние от точки А до этой прямой равно:

I -2b-%--ab\121 2ab ab

У4&2+ 4а2 2^Ja2 + b2 л/а2 + Ь2



Глава IV

ЛИНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА

§ 27. Эллипс

1. Эллипсом называется множество всех точек плоскости, сумма
расстояний каждой из которых до данных точек F\ и F2 равна
длине данного отрезка PQ, причем PQ>F\F2.

Точки F\ и F2 называются фокусами эллипса, а расстояние
между ними — фокальным расстоянием.

Если М — точка данного эллипса, то отрезки F\M и F2M
называются фокальными радиусами точки М. Их длины также

называются фокальными радиусами точки М. Пусть FiF2 = 2c, PQ — 2a.
Так как PQ>FiF2, то а>с.

Из определения эллипса следует, что если точки F\ и F2
совпадают, то эллипс является окружностью радиуса а. В этом случае

фокусы эллипса совпадают с центром окружности. Таким образом,
окружность есть частный случай эллипса.

2. Найдем уравнение эллипса у в прямоугольной системе

координат Оф где О — середина отрезка1 FiF2, a T\\OF\ (рис. 65).
В выбранной системе координат фокусы F\ и F2 эллипса имеют

координаты F\ (с, 0), F2( — c, 0), поэтому фокальные радиусы

произвольной точки М (х, у) эллипса равны:

FlM=^(x-cf+y\ F2M=^(x+ cf + y2. (1)
По определению эллипса F\M-\-F2M = 2a, поэтому -\(х— с)2 + у2-\-

-{-л/(х-\-с)2 -\-у2 = 2а. Запишем это уравнение в виде -\J(x+ c)2-\-y2 =

=2a—^J(x— c)2-\-y2. Возводя его в квадрат и приводя подобные

члены, получим: ar\J(x — c)2 + y2 = a2 — xc. Снова возводя в квадрат,
после несложных преобразований получим:

4+4= L (2)
or Ьг

где

fe2 = a2_c2 (3)

1 Если точки F\ и F2 совпадают, то серединой «отрезка F\F2» считают точку F\
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Итак, доказано, что координаты любой >*л/
точки эллипса у удовлетворяют уравне- ^s' \
нию (2). Докажем обратное утверждение: /Са \
каждая точка М, координаты которой ^s' j\ J \
удовлетворяют уравнению (2), принадлежит —+г ?¦¦ j—
эллипсу у, т. е. F{M + F2M= 2a. Подставив

2

в формулы (1) значение у2 из уравнения (2) Рис- 65

и учитывая равенство (3), получим:

FIM="V(a—^х)2= | а—^-х\ , F2M=^J (а+^-х)2 = \ а+^-х\ .

Из уравнения (2) следует, что Ul^a, и так как 0<—<1,

то а х>0у а-\ х>0, поэтому

F\M— a—с—х, F2M= a-\-—x. (4)

Следовательно, F\M-\-F2M = 2a, т. е. М?у. Итак, уравнение
(2) является уравнением эллипса. Оно называется каноническим

уравнением эллипса.

Замечание. Если фокусы F\ и F2 совпадают, то с= 0,
поэтому, как следует из (3), а= Ь. В этом случае уравнение (2)
принимает вид: х2-\-у2 = а2. Этим уравнением задается окружность

радиуса а с центром в начале координат. Это полностью согласуется
с утверждением, что окружность есть частный случай эллипса.

3. Используем каноническое уравнение (2) для изучения

геометрических свойств эллипса у. Если Mix, */)€y> to *> У

удовлетворяют уравнению (2), поэтому x2^Lay уг^Ь2, следовательно,
—a^jc^a, —b^y^b, т. е. все точки эллипса принадлежат
прямоугольнику М\М2МзМ^ изображенному на рисунке 66.

Если М (л:, #)6y> то М' ( — х, —у)?у, поэтому точка О является

центром симметрии эллипса. Ниже будет доказано, что эллипс не

имеет других центров симметрии.
Если М (х, y)?Y> то М'(—х, у)?у и М'(х, —у)?у. Отсюда

следует, что прямые Ох и Оу являются осями симметрии эллипса.

Можно доказать, что эллипс, отличный от окружности, не

имеет других осей симметрии. В этом случае прямая, проходящая
через фокусы, называется первой или фокальной осью симметрии,
а перпендикулярная к ней ось — второй осью симметрии.
Каждая ось симметрии пересекается с эллипсом в двух точках:

А\ (а, 0), Л2( —а, 0), Вх (0, b\ В2(0, —b). Эти точки называются

вершинами эллипса (см. рис. 66). Отрезки А\А2 и В\В2
называются соответственно большой и малой осями эллипса. Центр
О эллипса является общей серединой этих отрезков. Очевидно,
ОА\ = ОА2 = а, ОВ\ = ОВ2= Ь. Эти числа называются

соответственно большой и малой полуосями эллипса1.

1
Заметим, что по традиции термины «ось» и «полуось» здесь употребляются

не в обычном смысле слова: оси — отрезки А\А2 и В1В2, а полуоси
— числа а и Ь.
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Чтобы получить представление о виде эллипса, заданного

уравнением (2), следует построить несколько точек эллипса.

При этом достаточно рассмотреть точки, лежащие в первой
четверти, так как эллипс симметричен относительно осей координат.
Для точки М (х, у) первой четверти (х^О, */^0) имеем:

/ 7
y= b~\J 1 -. При возрастании х от 0 до а ордината у точки М

v a2

убывает от b до 0. Эллипс изображен на рисунке 67.

4. Эксцентриситетом эллипса называется число е=—, где

с — фокальное расстояние, а а — большая полуось. Отсюда следует,
что 0^г<1. Эксцентриситет равен нулю тогда и только тогда,
когда с= 0, т. е. когда эллипс является окружностью.

Выясним, как зависит форма эллипса от эксцентриситета.
Ь

цели выразим отношение —

через эксцентриситет:Для этой

с= га, Ь2 = а? — с2 = а2 — е2а2 = а2(1
Отсюда получаем:

п v

-е2).

(5)

Рассмотрим систему эллипсов, имеющих одну и ту же

большую ось, но разные эксцентриситеты. Из соотношения (5)
следует, что, чем больше е, тем меньше 6, и при е, стремящемся к

единице, число b стремится к нулю. Из этого соотношения также

следует, что, чем меньше е, тем больше 6, и при е, равном нулю,
Ь = а, т. е. эллипс является окружностью. Таким образом, с

увеличением эксцентриситета уменьшается «ширина» эллипса, и он

делается более продолговатым. На рисунке 68 изображены эллипсы,

эксцентриситеты которых удовлетворяют неравенствам:

0 = 81 < 82 < 6з< 84 < 85.

5. Определение эллипса позволяет указать простой способ

его вычерчивания. Отметим на бумаге две точки в качестве

фокусов эллипса. Возьмем кусок нити длиной 2а и концы ее закрепим
в фокусах эллипса. Если оттянуть нить кончиком карандаша,
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Рис. 68 Рис. 69

как показано на рисунке 69, и передвигать карандаш, держа
все время нить натянутой, то карандаш начертит эллипс с

данными фокусами, длина большой оси которого равна 2а.

Рассмотрим способ построения точек эллипса с помощью

циркуля и линейки, если заданы его оси А1А2 и В1В2. На отрезках
А\Ач и В{В2 как на диаметрах построим две концентрические

окружности со 1 и о)2 (рис. 70, а). Проведем ряд радиусов большой

окружности. Через их концы проведем прямые, параллельные малой

оси, а через точки пересечения этих радиусов с меньшей

окружностью — прямые, параллельные большой оси. Тогда точки

пересечения прямых, соответствующих одному и тому же радиусу, будут
точками эллипса с заданными осями.

Для обоснования этого способа построения выберем
прямоугольную систему координат, как показано на рисунке 70, б. Пусть
h — произвольный луч с началом О, М\ и Л42 — точки пересечения
этого луча с окружностями coi и а>2, а точка М (jc, у) — одна из

построенных точек. Обозначим через / угол между лучами ОА\
и h. Тогда точки Mi и М2 имеют координаты М\ (a cos t, a sin t),
М2 (b cos /, b sin t). Так как точки М и М\ имеют равные абсциссы, а

а точки М и М2 — равные ординаты, то

х = а cos t, y = b sin t. (6)

x? u2
Из равенства (6) получаем: —+-^- = 1, т. е. построенная

точка М — точка эллипса у с осями А1А2 и В\В2.
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6. Уравнения (6) называются параметрическими уравнениями
эллипса у, заданного каноническим уравнением (2). Этот термин
объясняется тем, что для любого значения параметра t точка М (х, у\
координаты которой определяются уравнениями (6), принадлежит
эллипсу у, так как

_д^_ , j/*_ a2 cos2t . Ь2 sin21 |
9 ~~* » 9 9 "• » 9

Можно доказать обратное утверждение: если М (х, f/)€Y> T0 всегда

найдется такой параметр ty что выполняется равенство (6).

§ 28. Гипербола

1. Гиперболой называется множество всех точек плоскости,

абсолютное значение разности расстояний каждой из которых до

данных точек F\ и F2 равно длине данного отрезка PQ, причем
PQ<FXF2.

Точки F\ и F2 называются фокусами гиперболы, а расстояние
между ними — фокальным расстоянием. Так как FiF2>PQ>0,
то фокусы гиперболы — различные точки.

Если М — точка данной гиперболы, то отрезки F\M и F2M
называются фокальными радиусами точки М. Их длины также

называются фокальными радиусами точки М.

Пусть FxF2 = 2c, PQ = 2a. Так как PQ<FxF2l то а<с.

2. Найдем уравнение гиперболы у в прямоугольной системе

координат Ojj, где О — середина отрезка F\F2. a J\\OFx. В этой
системе координат фокусы Fx и F2 гиперболы имеют координаты
F\ (с, 0), F2{— с, 0), поэтому фокальные радиусы FXM и F2M точки

М вычисляются по формулам:

FxM=^j(x-cf+y\ F2M=^J(x+ c)2+y2. (1)

По определению гиперболы \F\M — F2M\ =2a, поэтому

N(x-c)2 + y2--^(x+ c)2 + y2\ =2а.
Запишем это уравнение в виде

л](х + с)2 +у2=л]{х-с)2+у2±2а.

Возводя его в квадрат и приводя подобные члены, получаем:

± а у(х— с)2-\-у2 = а2 — хс.

Снова возводя в квадрат, после преобразований получим:

х2 и2
^-ТГ= 1' (2)
а1 Ьг

где

Ь2= с2-а2. (3)
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Итак, доказано, что

координаты любой точки гиперболы у

удовлетворяют уравнению (2).
Докажем обратное утверждение:
каждая точка М, координаты
которой удовлетворяют уравнению
(2), принадлежит гиперболе у,
т. е. \F\M — F2M\ =2a.
Подставив в формулы (1) значение у2
цз уравнения (2) и учитывая

равенство (3), получим:

FXM = | ~^х-а\ , р м= I ±-х+ а\ .

и I a •

Из уравнения (2) следует, что \х\^а, и, так как —> 1, то

FXM=—х— a, F2M=—х+ а, при x>0,

FlM=——лг+ а, F2M=——х— а, при л'<0.
а '

а
'

Следовательно, |FiM— F2M\=2a, т. е. М?у. Итак, уравнение
(2) является уравнением гиперболы у. Оно называется

каноническим уравнением гиперболы.
3. Используем каноническое уравнение (2) гиперболы у для

изучения ее геометрических свойств. Если М (х, у)?у, то (х, у)
удовлетворяют уравнению (2), поэтому х2^а2. Следовательно, либо

x>a, либо jc< — а. Значит, внутри полосы, образуемой прямыми
А\М\ и A2M2i изображенными на рисунке 71, нет точек гиперболы
(ОА1 = ОА2= а).

Так же как и в случае эллипса, можно доказать, что точка О
является центром симметрии гиперболы, а прямые Ох и Оу — осями

симметрии. Центр симметрии называется центром гиперболы, ось

симметрии, проходящая через фокусы,— первой или фокальной
осью симметрии, а перпендикулярная к ней ось, проходящая через
центр,

— второй или мнимой осью симметрии. Фокальная ось

симметрии пересекает гиперболу в двух точках А\ (а, 0), А2 ( — а, 0).
Вторая ось симметрии не пересекает гиперболу. Точки А\ и А2
называются вершинами гиперболы, а отрезок А \А2 — действительной
осью. Числа а и b называются соответственно действительной и

мнимой полуосями гиперболы.
4. Рассмотрим взаимное расположение прямой /, проходящей

через центр О гиперболы у, заданной уравнением (2). Зададим
прямую / в системе координат Oij уравнением с угловым
коэффициентом: y

= kx. Подставив значение у в уравнение (2), после

элементарных преобразований получим:

x2(62_^2a2)= a2fe2 (5)

Корни этого уравнения являются абсциссами точек

пересечения прямой / с гиперболой у.

(4)
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а) Если b2— k2a2>0y то прямая I имеет две общие точки с

гиперболой:

мА аЬ
,

kab
\ Мо( ~аЪ

,

~kab V
\^jb2_k2a2 ^b2_k2a2j \^Jb2__k2a2 ^2_ tff J

б) Если b2 — ?2a2<0, то уравнение (5) имеет мнимые решения,
поэтому прямая / не пересекает гиперболу.

в) Если б2 —&2а2= 0, то уравнение (5) не имеет решений, т. е.

прямая / также не имеет общих точек с гиперболой.
Итак, пришли к выводу, что прямая y= kx пересекает гиперболу

(2) в том и только в том случае, когда Ь2 — й2а2>0, т. е. когда
h h

—'?~<k<—. Так как 6 = tgcx, a a — угол, образованный прямой

/ с осью Ох, то —7T<t? а<~* СлеД°вательно» все точки гиперболы
лежат во внутренних областях тех вертикальных углов, которые на

рисунке 71 заштрихованы. Таким образом, гипербола имеет

две ветви, одна из которых расположена в области Qi (правая
ветвь), а другая

— в области йг (левая ветвь). Ясно, что эти ветви

симметричны относительно центра симметрии и осей симметрии
гиперболы.

5. Рассмотрим тот случай взаимного расположения прямой
/, проходящей через центр О, и гиперболы у, когда в уравнении
(5) b2 — k2a2 = 0. Здесь уравнение (5) не имеет решений. Этому
случаю соответствуют две прямые 1\ и /г с угловыми

коэффициентами: k\=—, k2= . Эти прямые называются асимптотами

гиперболы (см. рис. 71).
Выясним, как расположены ветви гиперболы относительно ее

асимптот. Пусть М (х, у\) — произвольная точка гиперболы,
лежащая в первой четверти (х> О, у\ >0), aiV (x, у2) — точка асимптоты

/ь заданной уравнением у=—х (рис. 72). Найдем длину отрезка

MN: MN=\y2-yi\=—x-±-^x2-a2=—(x-^x2-a2).a a
v

avv
'

Рис. 72 Рис. 73
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Отсюда, умножив числитель

и знаменатель на л:+~ух2 + а2,
получаем:

x+~\Jx2-a2
"

При неограниченном
возрастании абсциссы х точки М

гиперболы длина отрезка MN,
монотонно убывая, стремится
к нулю, т. е. точка М

неограниченно приближается к

асимптоте. Это свойство дает
наглядное представление о

расположении гиперболы
относительно асимптоты. На
рисунке 73 изображена гипербола с

асимптотами.

6. Эксцентриситетом гиперболы называется число 8=—.

Так как с>а, то эксцентриситет гиперболы больше единицы.

Выясним, как зависит форма гиперболы от ее эксцентриситета.

Из формулы (3) получаем: —=-уе2—1 или iga=^jb2—-1, где

ос — угол между осью абсцисс и асимптотой. Отсюда следует,
что, чем больше эксцентриситет, тем больше а, т. е. тем больше

гипербола «вытянута» вдоль своей мнимой оси. На рисунке 74

изображены гиперболы, эксцентриситеты которых удовлетворяют
неравенствам: 81<<е2<Сез<;е4.

7. Гипербола, полуоси которой равны (а= 6), называется

равносторонней. Ее каноническое уравнение имеет вид: х2 — у2 = а2
(рис. 75). Так как Ь — а, то е2 = 2, поэтому эксцентриситет любой

равносторонней гиперболы равен -д/2. В этом случае асимптоты

гиперболы имеют уравнения: у= х, у=—х. Они содержат биссектрисы
координатных углов и поэтому взаимно перпендикулярны (рис. 75).
Если их принять за оси прямоугольной системы координат, то в

этой системе равносторонняя гипербола имеет уравнение ху=т

или у=Ц-, где т=-^-. Таким образом, равносторонняя гипербола

является графиком функции обратной пропорциональности.
8. Рассмотрим способ построения точек гиперболы, если она

задана фокусами F\ и F2 и действительной осью А\А2 (рис. 76).
Начертим окружность произвольного радиуса с центром Л, a

затем радиусом, большим на А\А2\ начертим другую окружность
с центром в точке F2. Точки пересечения этих окружностей,
очевидно, лежат на гиперболе. Выполнив аналогичное построение несколь-

Рис. 74
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Рис. 75 Рис. 76

ко раз (беря разные радиусы), получим ряд точек, принадлежащих
гиперболе.

§ 29. Парабола

1. Параболой называется множество всех точек плоскости,

расстояние каждой из которых до данной точки F равно расстоянию до

данной прямой d, не проходящей через точку F.

Точка F называется фокусом параболы, а прямая d —

директрисой. Расстояние от фокуса до директрисы называется фокальным
параметром параболы и обозначается через р. Очевидно, p = FD,
где D — проекция точки F на прямую d (рис. 77).

Найдем уравнение параболы у в прямоугольной системе

координат 0?j, где О — середина отрезка DF, a I\\OF. В этой системе

координат фокус F имеет координаты (-у-, (л, а директриса d —

уравнение лг+-|-= 0. Пусть М (х, у) — произвольная точка

плоскости. Вычислим MF и р (М, d):

MF=-\/(x—РТ)2+У\Р(М, d)=| *+-§-| . (1)

Если М?уу то MF= p(M, d), поэтому \ (х—|-j -\-у2 = | *+-тг| •

Возведя обе части в квадрат, получаем:

У2= 2рх. (2)

Итак, доказано, что координаты любой точки

параболы у удовлетворяют уравнению (2). Докажем обратное
утверждение: каждая точка Л1, координаты которой
удовлетворяют уравнению (2), принадлежит параболе у, т. е. FM= p (Af, d).
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Рис. 77 Рис. 78

Подставив в первую из формул (1) значение у2 из (2), получим:

MF=^(x-jf)2+2px=^[(x+±)2= | *+-f| . Следовательно,

FM= p(M, d\ т. е. Af67- *

Уравнение (2) называется каноническим уравнением параоолы.

2 Используем каноническое уравнение (2) параболы у для

изучения ее геометрических свойств. Из уравнения (2) следует, что

все точки параболы у принадлежат полуплоскости х^О. Если

Mix у)?у то М'(х, — */)€?> т. е. прямая OF является осью

симметрии параболы. Точка О пересечения этой оси с параболой
называется вершиной параболы.

Оси выбранной системы координат имеют только одну общую

точку с параболой —ее вершину. Докажем, что любая другая

прямая /, проходящая через точку О, пересекает параболу в

двух точках. Действительно, зададим прямую / уравнением с

угловым коэффициентом y= kx. Подставив значение у в уравнение

(2), получаем: k2x2 = 2px, или (k2x-2p)x= 0. При кфО прямая /

имеет две общие точки с параболой: О(0, 0) и М(^—, -yj .

Если точка М (х, у) перемещается на параболе так, что абсцисса

х неограниченно возрастает, то и \у\ неограниченно возрастает.

Парабола изображена на рисунке 77. Нетрудно доказать, что чем

больше фокальный параметр параболы, тем больше парабола

«вытянута» вдоль оси Оу. На рисунке 78 изображены
параболы, фокальные параметры которых удовлетворяют неравенствам:

Pl<P2<p3</?4. о
х

3. Определение параболы позволяет указать следующий способ

вычерчивания ее части с помощью линейки, угольника и нити.

Пусть F — фокус, ad — директриса параболы (рис. 79). Возьмем

угольник и нить, длина которой равна большому катету

угольника. Один конец нити закрепим в фокусе, а другой конец — в
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Рис. 79 Рис. 80

вершине острого угла /С, противолежащего меньшему катету.
Закрепим вдоль директрисы линейку и к ней приставим меньшим
катетом угольник. Если перемещать угольник вдоль линейки,
удерживая нить натянутой карандашом, как указано на рисунке 79,
то острие карандаша будет описывать часть параболы. В самом
деле, КН= КМ+МН и KH= KM+MF, поэтому MH=MF

(см. рис. 79).
Рассмотрим теперь способ построения точек параболы с

помощью циркуля и линейки. Пусть F — фокус, a d — директриса
параболы. Проведем через точку F прямую, перпендикулярную
директрисе. Построим ряд прямых, параллельных директрисе.
Найдем две точки пересечения каждой из прямых с окружностью,
центр которой находится в фокусе параболы, а радиус равен
расстоянию от директрисы до соответствующей прямой (рис. 80).
Полученные точки, очевидно, будут принадлежать параболе.

§ 30. Уравнения эллипса, гиперболы и параболы
в полярных координатах

1. Директрисами эллипса (гиперболы) называются две прямые,

параллельные второй оси и отстоящие от нее на расстоянии —,

где а — большая (действительная) полуось, а е — эксцентриситет.
Окружность не имеет директрис, так как для нее 8= 0.

Директрисы эллипса (гиперболы) будем обозначать через
d\ и d2, причем индексы всегда выбираются так, чтобы первый
фокус F\ (с, 0) и соответствующая ему первая директриса d\ лежали

по одну сторону от второй оси координат, а второй фокус F2 ( — с, 0)
и соответствующая ему вторая директриса d2 — по другую сторону
(рис. 81).

Докажем, что директрисы эллипса не имеют общих точек с

большой осью А\А2 эллипса, поэтому они не пересекают эллипс

(рис. 81, а). Действительно, пусть D\ и D2— точки пересечения
директрис d\ и d2 с фокальной осью эллипса. Тогда ОА\ = ОА2= а,
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Рис. 81

ODi =OD2=—=—• Так как c<a, то OAx<ODx и OA2<OD2.

Отсюда следует, что точки А\ и А2 принадлежат отрезку D\D2,

поэтому директрисы d\ и d2 не имеют общих точек с отрезком АХА2.

Аналогично можно доказать, что директрисы гиперболы

пересекают вещественную ось гиперболы, поэтому они расположены

между двумя ветвями гиперболы и не пересекают эти ветви

(рис. 81, б).
2. Теорема. Эллипс (гипербола) есть множество у всех

точек плоскости, таких, что отношение расстояния от каждой

точки до фокуса к расстоянию от нее до соответствующей директрисы

равно эксцентриситету.
Замечание. Здесь сформулированы две теоремы: одна —

для эллипса, а другая
— для гиперболы. Теорема для гиперболы

доказывается точно так же, как и для эллипса, поэтому докажем

здесь только теорему для эллипса. Вторую теорему предоставляем

читателю доказать самостоятельно.

? Пусть у
— данный эллипс, F\ — первый фокус, а d\ — первая

директриса. В канонической системе координат точка Л имеет

координаты (с, 0), прямая d\ имеет уравнение х —f-=0, поэтому

если М(х, у)—точка плоскости, то р (М, d\)= \x—1-|, MF\ =

Если Меу\ то л!(х-с)2 +у2=г \х--^|. Возводя^это
уравнение в квадрат, получим: (х—с)2+у2= {гх— а)

х2
-+ 41=1.

Отсюда следует, что МбV-
, ч г 0^

.._

Обратно, пусть М (х, у)?у. По формуле (4) из § 27 MFx=a— ex.

С другой стороны, р(М, rfi)= \x--|-|=^H.f поэтому MFX =

= ep(Af, rfi), т. е. Af6v'- Итак, множество у' совпадает с

эллипсом у. В
Эта теорема выясняет геометрический смысл эксцентриситета

эллипса или гиперболы: эксцентриситет эллипса или гиперболы
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Рис. 82

есть то постоянное число, которому равно отношение расстояний
от каждой точки линии до фокуса к расстоянию от нее до

соответствующей директрисы. Из определения параболы видно, что ее

точки обладают аналогичным свойством, т. е. отношение

расстояний от каждой точки параболы до фокуса к расстоянию от нее

до директрисы постоянно и равно единице. Поэтому число

«единица» называется эксцентриситетом любой параболы.
3. Обозначим через у линию, которая является либо эллипсом,

отличным от окружности, либо одной ветвью гиперболы, либо

параболой. Пусть F и d — фокус и директриса этой линии, причем,
если у

— эллипс, то F — один из его фокусов, ad —

соответствующая директриса (рис. 82, а), а если у
— одна ветвь гиперболы, то

F и d — фокус и директриса, которые расположены по ту же

сторону от второй оси симметрии гиперболы, что и ветвь у (рис. 82, б).
Очевидно, линия у всеми своими точками принадлежит
полуплоскости X с границей d, которой принадлежит точка F. Учитывая

предыдущую теорему и определение параболы, приходим к выводу:
линия у есть множество всех точек М полуплоскости А,, таких, что

FM = ep(M, d), где г — эксцентриситет линии у.

Выведем уравнение линии у в полярной системе координат

- - DF
Fi, полюсом которой является фокус F и / = —, где D — проекция

точки F на прямую d (рис. 83). Сначала вычислим р (М, d), где

М (г, ф) — произвольная точка плоскости. Если Mi — проекция точки

М на прямую FD, то р (М, d) = DM\ = DM-cos MDF= DM-I

(см._^ рис^ 83). Но DM= DF + FM, поэтому р (Af, d)=*
=(^F+FM)I=DFi+FMl=DF+ r cos ф.

Точка М (г, ф) принадлежит линии у тогда и только тогда, когда

FM = ep (M, d) или г = г (DF+ r cos ф). Если положить p = zDF,
то отсюда получаем:

г(1 — е cos ф)= р. (1)

Это и есть уравнение линии у (т. е. эллипса, одной ветви

гиперболы или параболы) в полярных координатах. Из уравнения
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(1) при ф= 90° или ф=—90°

получаем: г = р. Таким образом,
р
— полярный радиус точек N\

и iV2, в которых пересекается
линия у с прямой /, проходящей
через F и параллельной
директрисе d (см. рис. 83). Число р
называется фокальным параметром1.

Выясним, при каких

значениях ф уравнение (1) определяет все

точки линии у. При е< 1 линия у

представляет собой эллипс. В

этом случае при любом ф имеем:

1 — е cos фФ 0, поэтому
уравнение (1) можно записать в виде

\0Х

/V,
М(г,<р)

<& 1
Г м,

- 8 COS ф
(2)

Afe

Рис. 83

Если ф пробегает значения 0^ф^2я, то уравнение (2)
определяет все точки эллипса (рис. 82, а).

При е> 1 линия у
— одна ветвь гиперболы. Уравнение (1)

имеет смысл только для точек, полярные углы которых

удовлетворяют неравенству 1 — е cos ф>0 или cos ф<—.

ПуСТЬ фо — УГОЛ, ДЛЯ КОТОРОГО С05фо=
1

Тогда предыдущее

Если ф пробегаетнеравенство запишется в виде созфо>созф.
значения ф0<ф<2я— <р0> то уравнение (2) определяет все точки

линии у, т. е. одной ветви гиперболы. Из равенства

созфо=—следует, что tgфo=v82—1 == — • Поэтому фо
—

угол, который обра-

у=
— х гиперболы с действительной осью (рис.зует асимптота

82, б).

Отметим, что если под фо и г понимать обобщенные координаты
точки, то при

— фо<ф<фо уравнение (2) определяет другую ветвь

гиперболы. Доказательство этого утверждения мы опускаем.

При 8= 1 линия у представляет собой параболу и 1-е cos ф=^0,
если ф=^0. Но, как известно, на параболе нет точки, для которой
Ф= 0.

Таким образом, если ф пробегает значения —л<ф<л, то

уравнение (1) можно записать в виде г= 1—^nQm - Оно определяет

все точки параболы (рис. 82, в).
-COS ф

1 Этот термин полностью согласуется с понятием фокального параметра
параболы (§ 29, п. 1), так как если у

— парабола, то 8=1, поэтому p
— DF.
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§31. Мнимые точки плоскости.

Общее уравнение линии второго порядка

1. Если на плоскости задана аффинная система координат, то

любая точка М плоскости имеет координаты (х, у), которые являются

действительными числами. Обратно, любые два действительных

числа, взятые в определенном порядке, являются координатами

некоторой точки плоскости. Таким образом, при заданной системе

координат устанавливается взаимно однозначное соответствие

между точками плоскости и элементами из множества R2.
Для общности дальнейших рассуждений расширим понятие

точки, т. е. дополним плоскость так называемыми мнимыми

точками. Введем следующее соглашение: при выбранной системе

координат Oii?2 точкой назовем любую пару чисел (х, у), взятых в

определенном порядке, где (х, у)?С, С — множество всех

комплексных чисел. Точка называется действительной (вещественной),
если х и у —действительные числа, и мнимой, если хотя бы одно из

них не является действительным числом. Например, среди точек

А (2, —5), В (V2, /), С (0,3+V2Z), D (—у/Е, 4) мнимыми являются

точки В я С,
Если точка М в системе Ое\е2 имеет координаты (х, у), то

будем считать, что та же точка в системе 0'е'\е'2 имеет координаты

(х',у'\ где х\ у' определяются из формул (3) § 15. Так как в этих

формулах Си, Ci2, xo, С21, C22, Уо
— действительные числа, то понятие

мнимой точки не зависит от выбора системы координат. Отметим.
что действительным точкам соответствуют обычные точки

плоскости, поэтому их называют просто точками. Множество всех

действительных и мнимых точек называется комплексной плоскостью.

Две точки М\ (xi, y\) и Мг (*2, Уъ) называются комплексно-

сопряженными, если их соответствующие координаты являются

комплексно-сопряженными числами. Например, А\ (2 + /, 3 — 2/) и

Лг(2 —/, 3 + 2/) или В\ (0, /) и В2 (0, —/) — пары
комплексно-сопряженных точек. Можно доказать, что понятие комплексно-сопряжен-
ности точек не зависит от выбора системы координат.

Пару точек Л и В на комплексной плоскости называют

отрезком с концами А и В. Серединой отрезка с концами М\ (х\, у\) и

М2(х2, у2) называется точка м( '

2,
2 V Это понятие также

не зависит от выбора системы координат. Интересно отметить,
что середина отрезка с концами в комплексно-сопряженных точках

есть действительная точка. Действительно, пусть М\ (a + fo/, c-\-di)
и M2(a—-6/, c — di) — комплексно-сопряженные точки. Тогда
середина отрезка М\М2 есть точка М (а, с), которая является

действительной, так как а и с — действительные числа.

2. Из определения алгебраической линии^ теоремы § 18

следует, что в аффинной системе координат Ое\в2 общее уравнение
линии второго порядка имеет вид:

ai\x2 + 2a\2xy+ a22y2 + 2aiox+ 2a2oy+ aoo = 0. (1)
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Коэффициенты этого уравнения
— любые действительные числа,

причем an, ai2, а22 не равны одновременно нулю.

Коэффициенты ai2, flio и a2o иногда будем обозначать

соответственно через a2b aoi, ao2.

_Два уравнения вида (1) в одной и той же системе координат
Ое\е2 определяют одну и ту же линию тогда и только тогда, когда

одно из них получается из другого умножением на действительное
число, не равное нулю. Следовательно, линия второго порядка
вполне определяется, если задать аффинную систему координат и

коэффициенты уравнения (1) с точностью до числового множителя.

Для удобства дальнейшего изложения введем следующие

сокращенные обозначения:

F(x> у) = ацх2 + 2ai2xy+ а22у2 + 2а\ох+ 2а2оу+ аоо,

Fi(x, y) =anx+ ai2y+ aioy

F2(x, y) = a2ix+ a22y+ a20,

Fq(x, y)= aolx+ a02y+ aoo.

Применяя эти обозначения, уравнение (1) сокращенно можно

записать так: F (х, у)= 0, или

F{ (x, y)x+ F2(xy y)y+ F0(x, y) = 0. (2)
Мы уже встречались с примерами линий второго порядка:

Y 11 У 11 л

эллипс —+ 7*г=1, гипербола ——iL_=l, парабола у2 = 2рх.

Рассмотрим другие примеры линий второго порядка. Линия у, задан-

а2

уравнение можно записать в виде ( — ь)\~~^ь) =^' ^ этом

случае говорят, что линия у распадается на пару пересекающихся

прямых:
— 1-=0 и —+-|"=^* ^на кз°бражена на

рисунке 84. Аналогично линия х2 — а2= 0, где афО, распадается на пару
параллельных прямых: х— а=0 и л: + а=0 (рис. 85).

Рассмотренные примеры являются примерами линий второго
порядка, которые имеют бесконечное множество действительных
и мнимых точек. Однако существуют лднии второго порядка,

которые не обладают этим свойством. Например, линия, заданная

и

ная уравнением -^—7Г= 0> является линией второго порядка. Это

/Ч

Рис. 84 Рис. 85

89



уравнением х2 + у2 = 0у имеет только одну действительную
точку (0, 0) и бесконечное множество мнимых точек, а линия

х2 и2

т+тг+1=0 не имеет ни одной действительной точки, т. е. все

ее точки мнимые.

§ 32. Пересечение линии второго порядка с прямой.
Асимптотические направления

1. Пусть линия второго порядка у в аффинной системе координат
задана общим уравнением

F(x, y)=aux2+ 2ai2xy+ a22y2 + 2aiox+2a2oy+ aoo==0 (l)

и прямая I параметрическими уравнениями:

x=x0+ pit, y= y0+ p2t. (2)

Найдем точки пересечения прямой / с линией у. Подставив
значения х и у из уравнений (2) в уравнение (1), после

преобразований получим:

Pt2 + 2Qt+ R= 0, (3)
где

P= anp2+ 2ai2pip2 + a22pl
Q = F{ (хо, уо) p\+F2 (xo, уq) р2, (4)

R = F(x0, уq).

Найдя из уравнения (3) параметры t\, t2 точек пересечений и

подставив их в уравнения (2), получаем координаты точек

пересечений. Отметим, что каждому корню уравнения (3) соответствует
точка пересечения, причем различным корням соответствуют

различные точки: вещественным корням
— действительные точки, а

мнимым корням
— мнимые точки.

Рис. 86 Рис. 87
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Рис. 88 Рис. 89

Исследуем уравнение (3). Возможны два случая.

1) РфО. Уравнение (3) имеет два корня: /i = -р ,

t2 = б~^ гДе 8 = Q2 — P? — дискриминант уравнения (3).
Прямая 1\ пересекает линию у в точках М\ и М%— действительных

различных, если 6>0, комплексно-сопряженных, если 6<0, и

совпадающих, если 6 = 0. На рисунке 86 прямая 1\ соответствует

случаю 8>0, прямая /2— случаю 6<0, а прямая /3— случаю 6 = 0.

2) Р= 0. Уравнение (3) принимает вид: Qt-{-R= 0. Если (}ф0,
то прямая / пересекает линию у в одной точке (прямая / на

рисунке 87 или на рисунке 88). Если Q = 0, R?=0, то прямая / не имеет

с линией у ни одной общей точки — ни вещественной, ни мнимой

(прямые т и т' на рисунке 87 или прямые ть тг, тз, ... на

рисунке 89). Если, наконец, Q = /? = 0, to любое t является решением

уравнения (3), поэтому lay (прямые п и п' на рисунках 88 и 89).
Таким образом, возможны шесть случаев взаимного

расположения прямой I и линии второго порядка у:

6>0 — две действительные точки пересечения,
РфО, 6<0 — мнимые комплексно-сопряженные точки пересечения,

6 = 0 — совпадающие точки пересечения.

Q#0— одна точка пересечения,
р=0 Q= 0, /?=т^= 0 — нет точек пересечения,

Q = 0, R=0— прямая содержится в линии.

2. Коэффициент Р в уравнении (S) зависит только от

направления1 прямой / с направляющим вектором р и не зависит от координат
(хо, уо) точки Мо. Следовательно, если Р#0, то все прямые, имеющие

направление вектора р(р\, рг), пересекают линию у в двух точках

(вещественных различных, совпадающих или мнимых комплексно-

сопряженных). Если Р= 0, то либо /cry, -либо прямая /
пересекает линию 7 не более чем в одной точке.

1
Множество всех прямых, из которых любые две параллельны, называется

направлением (в широком смысле слова). Это направление можно определить

любым направляющим вектором каждой из этих прямых.

91



Направление, определяемое ненулевым вектором р, называется
асимптотическим направлением^ относительно линии 7» если

прямая, параллельная вектору р, либо имеет с линией не более

одной общей точки, либо содержится в линии у. Из предыдущего
следует: направление, определяемое ненулевым вектором p(pi, Р2),
является асимптотическим направлением относительно линии у,

заданной уравнением (1), тогда и только тогда, когда

anp2i + 2ai2p\p2+ a22p2= 0. (5)

Пользуясь этой формулой, легко найти асимптотические

направления относительно линии второго порядка.
Если аг2 Ф 0, то из (5) следует, что ряфО (так как р

— ненулевой
вектор), поэтому из равенства (5) получаем: а22&2 + 2а12& + ап=0,

где k=± —. Отсюда

k = , где A= ana22 — af2. (6)

Если агг = 0, то уравнение (5) имеет вид: anp? + 2ai2piP2 = 0.

Этому уравнению удовлетворяют координаты векторов

е2(0, 1) и p(-2ai2, аи). (7)

Выясним, сколько существует асимптотических направлений
относительно линии второго порядка у. Рассмотрим три случая.

1) Д=аца22—а?2>0 и, значит, агг^О. Из формулы (6) мы

заключаем, что относительно линии 7 не существует
асимптотических направлений.

2) Д= аца22 — a?2<0. В этом случае относительно линии 7

существует два асимптотических направления. В самом деле, если

#22Ф 0» т0 этот вывод следует из формулы (6), а если О22 = 0, то

из (7). В последнем случае ахяФО, поэтому векторы ?2(0, 1) и

р( —2ai2, cl\\) не коллинеарны.

3) А= аца22 — а?2 = 0. В этом случае относительно линии 7

существует только одно асимптотическое направление. В самом деле,

если <222 ф 0, то этот вывод следует из формулы (6), а если а22=0,
то из (7). В последнем случае ai2 = 0, поэтому векторы ?г(0, 1) и

р(0, ац) коллинеарны и определяют одно и то же асимптотическое

направление.
Полученный вывод сформулируем в виде следующей теоремы.
Теорема. Пусть линия второго порядка задана уравнением

(1) и А= аца22 — а?2. Если Д>0, то относительно такой линии не

существует асимптотических направлений, если Д<0, то

существует два асимптотических направления, а если А = 0 — одно
асимптотическое направление.

Замечание. Понятие асимптотического направления
является геометрическим (т. е. определено через взаимное

расположение геометрических фигур) и поэтому не зависит от выбора
системы координат. Таким образом, из доказанной теоремы следует,
что условия Д>0, А<0 или Д = 0 не зависят от выбора системы

координат.
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Выясним, сколько асимптотических направлений имеется

относительно эллипса, гиперболы и параболы. Пусть эллипс задан

х2 и2 1
каноническим уравнением —+тт=1. Тогда А= ^—>0, поэтому

относительно эллипса не имеется асимптотических направлений.
х2 и2

Аналогично для гиперболы, заданной уравнением —2—тг==^»

А= 5"2, и уравнение (5) принимает вид: -^- — тг
= 0- Отсюда

следует, что относительно гиперболы имеется два
асимптотических направления, которые совпадают с направлениями ее асимптот.

Точно так же можно доказать, что для параболы А= 0, поэтому
относительно параболы имеется только одно асимптотическое

направление. В соответствии с этим выводом линия второго порядка
называется линией эллиптического типа, если А > 0,
гиперболического типа, если А<0, и параболического типа, если Д= 0.

В заключение докажем следующую лемму.
Лемма. Направление ненулевого вектора q(q\, q2) является

асимптотическим направлением относительно линии у

параболического типа, заданной уравнением (I), тогда и только тогда, когда

an<7i+ai2<72 = 0, a2\qi + a22q2= 0. (8)

? Покажем сначала, что координаты вектора
асимптотического направления относительно линии у параболического типа

удовлетворяют системе (8). В п. 2 мы выяснили, что относительно

линии у имеется только одно асимптотическое направление, которое

определяется вектором q (а22у — а^^если а22=^0, и вектором е\ (О, 1),
если а22=0. Координаты вектора q удовлетворяют уравнению (8).
Во втором случае из равенств а22 = 0, А = 0 следует, что ai2 = 0,
поэтому координаты вектора е\ удовлетворяют системе (8).

Обратно, пусть координаты некоторого ненулевого вектора
Q(Qu <7г) удовлетворяют системе (8). Умножив первое уравнение на

qu а второе
— на q2 и сложив, получаем: (anqj+ai2q2) qi+(a2lq\ +

+ a22q2) <72 = 0. Итак, доказано, что вектор q имеет

асимптотическое направление (см. формулу (5)).

§ 33. Центр линии второго порядка

1. Докажем сначала лемму о координатах середины хорды.
Лемма. Дан вектор р(р\, р2) неасимптотического

направления линии второго порядка, заданной уравнением

ацх2 + 2а\2ху+ а22у2 + 2а\0х+ 2а2оу+ а00 = 0. (1)

Для того чтобы точка М (хоУ уо) была серединой какой-нибудь
хорды1, параллельной вектору р, необходимо и достаточно, чтобы

Fi (*о, уо) pi + F2 (хо, уо) р2 = 0. (2)

Хордой линии называется отрезок, концы которого принадлежат этой линии.
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Запишем параметрические уравнения прямой /, проходящей
через точку М (х0, уо) и параллельной вектору р (ри р2): x=p\t+ xo,

y= p2t-\-yo. Пусть Mi и М2—точки пересечения прямой / с данной
линией, а/| и t2— параметры этих точек. Тогда

Mi(piti+x0, p2ti+yo), M2(p\t2+ xoy p2t2 + y0).

Очевидно, точка Мо (*о, Уо) является серединой отрезка М\М2
тогда и только тогда, когда /1 + /2 = 0. С другой стороны, t\ и t2
являются корнями квадратного уравнения (3) § 32. По теореме
Виета сумма корней этого уравнения равна нулю тогда и только

тогда, когда Q = 0, т. е. выполняется равенство (2). Ц
2. Точка С называется центром линии второго порядка, если она

является центром симметрии этой линии.

Теорема. Для того чтобы точка С (хо, уо) была центром
линии второго порядка, заданной уравнением (I), необходимо и

достаточно, чтобы пара чисел *о, Уо была решением системы:

| апх+а12у+а10=0,
\ а2\х+а22у+а20=0.

^ '

П Пусть С (хо, уо) — центр линии второго порядка у. Докажем,
что хо, уо удовлетворяют системе (3).

Проведем через точку С две хорды неасимптотического

направления, параллельные соответственно векторам р(ри Рг) и

Я (Яи Я2)- Так как С — центр линии у, то эта точка является

серединой каждой из проведенных хорд. По лемме о координатах
середины хорды

F\(xo, yo)Pi + F2(x0, #о)Р2 = 0,

Fi(xo, уо)Я\ + р2(хо, j/o)<72 = 0.

Векторы р и я не коллинеарны, поэтому | ^^! | =^0.

Следовательно, Fi (хо, Уо)=0, F2 (jco, Уо) = 0, т. е. координаты точки С

удовлетворяют системе уравнений (3).
Обратно, пусть координаты точки С (хо, уо) удовлетворяют

системе (3); докажем, что С — центр линии у. Рассмотрим перенос
начала координат в точку С (хо, уо) и запишем уравнение линии в

новой системе координат.
В данном случае формулы преобразований координат имеют

вид: х=Х+ хо, у=У+Уо, поэтому, подставив значения х и у в

уравнение (1), получаем уравнение линии у в новой системе

координат:

anX2+ 2ai2XY+ a22Y2 + 2a'loX+ 2a'2oY+a'oo= 01 (4)

где

a{o = Fi (хо, Уо), a2o = F2(x0y y0)y a'oo = F(xo, уо)-
Так как координаты точки С(х0, Уо) удовлетворяют системе (3),
то а(о= 0, а2о = 0; поэтому уравнение (4) принимает вид:

anX2+ 2ai2XY+a22Y2+ a/oo = 0.
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Из этого уравнения видно, что С — центр симметрии линии у.

Действительно, если М (х, у)?у, то М' (— х, —*/)€v> где М'—точка,
симметричная точке М относительно С. Итак, С — центр линии у. щ

Следствие. Для того чтобы начало координат было центром
линии, заданной уравнением (1), необходимо и достаточно, чтобы
#10= #20= 0.

? Действительно, числа (0, 0) удовлетворяют системе (3) тогда

и только тогда, когда аю= «20= 0. |
3. Доказанная теорема позволяет исследовать вопрос о

существовании центров данной линии. Задача сводится к исследованию

системы уравнений (3). Рассмотрим матрицы

( «и а\2\ ( ам an «ю\ /5)V «21 «22/, V «21 «22 «20/

и обозначим соответственно через г и R ранги этих матриц.

Очевидно, г</?. Возможны следующие случаи.
1) r= R= 2. В этом случае система (3) имеет единственное

решение и поэтому линия у имеет один и только один центр. Линии,
обладающие этим свойством, называются центральными.

2) г= /?=1. В этом случае система (3) имеет бесконечное

множество решений: одно из уравнений системы (3) является следствием

другого. Линия имеет прямую центров. Эта прямая задается одним
из уравнений системы (3).

3) г=1, /? = 2. Система (3) не имеет ни одного решения, и в

соответствии с этим линия не имеет ни одного центра.
Линии, не имеющие центров или имеющие больше одного центра,

называются нецентральными. Из предыдущих рассуждений
следует, что линия является центральной тогда и только тогда, когда

А Ф0. Таким образом, линии эллиптического и гиперболического
типа являются центральными, а линии параболического типа —

нецентральными.
Эллипс и гипербола являются центральными линиями (А=^=0),

поэтому они имеют один и только один центр
— начало системы

координат, в которой эти линии имеют канонические уравнения.
Для параболы, заданной каноническим уравнением у2 = 2рх,
матрицы (5) имеют ранги г=1, /? = 2, поэтому парабола не имеет ни

одного центра.
Замечание. Как следует из предыдущего, ранги г и R

матриц (5) имеют геометрический смысл, поэтому они не зависят

от выбора системы координат.

§ 34. Касательная к линии второго порядка

1. Если точка М0, принадлежащая линии второго порядка у,
является центром этой линии, то она называется особой точкой линии,
в противном случае точка М0 называется обыкновенной точкой.

Прямая, проходящая через обыкновенную точку М0 линии

второго порядка, называется касательной к этой линии в точке М0,
если она пересекает линию в двух совпавших точках или целиком

содержится в этой линии. Докажем теорему о касательной.
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Теорема. В каждой обыкновенной точке линии второго
порядка существует одна и только одна касательная. Если линия

задана общим уравнением (1) § 33, то касательная в точке М0 (хо, уо)
этой линии имеет уравнение

(а\ цсо + ai2*/o + a\o) x+ (a2iXo + а22уо + а2о) У+ m

+(a0iXo + a02«/o + aoo)= 0, l }

F\(xQ, y0)x+ F2(x0j y0)y+ F0(xo, yo)= 0.

П Пусть прямая /, проходящая через точку Мо, задана

параметрическими уравнениями (2) § 32. Параметры точек пересечения
прямой / с данной линией 7 определяются из уравнения (3) § 32,
которое в данном случае имеет вид:

Pt2 + 2Qt= 0, (2)

так как, М?у, и поэтому R = F(xoi у0) = 0.

Докажем, что прямая / является касательной тогда и только

тогда, когда Q = 0. Действительно, если / — касательная, то

уравнение (2) имеет либо два совпавших корня, либо бесконечное
множество решений. И в том и в другом случае Q = 0. Обратно, если

Q = 0, то уравнение (2) имеет либо два совпавших корня (когда
РфО), либо бесконечное множество решений (когда Р= 0).

Согласно формулам (4) § 32 условие Q = 0 означает, что

F\ (хо, y0)pi + F2(xot у0)р2 = 0. (3)

Так как М0 (х0, уо) — обыкновенная точка, то F\ (хо, уо), F2 (*o, Уо)
одновременно не равны нулю. Поэтому равенство (3) определяет
единственное направление вектора p(p\y_j)2). В качестве такого

вектора можно взять, например, вектор T(F2 (хо, (/о),— F\ (xq, yo)).
Через точку М0 проходит единственная прямая этого направления,

поэтому в точке Мо существует единственная касательная.

Касательная определяется точкой М0 и направляющим

вектором F, поэтому имеет уравнение

\х— х0 F2(x0, Уо)\
=Q /4)

I У
—

Уо —Fi (хо, УоУ
'

Так как М0?у, то по формуле (2) § 31

F\(x0, yo)x0 + F2(x0, y0)yo + F0(xo, у0)= 0.

Учитывая это равенство, уравнение (4) можно записать так:

F\(xo, y0)x+ F2(x0y yo)y+ Fo(x0, y0)= 0.

Это и есть уравнение (1). О
2. Все точки эллипса, гиперболы и параболы являются

обыкновенными, поэтому в каждой точке этих линий существует одна и

только одна касательная. Запишем уравнения касательных, если

линии заданы каноническими уравнениями.
х2 и2

1) Касательная к эллипс у
—-\-*т= 1 в т о ч ке(х0, уо).
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В данном случае ац =—, а22= тг, аоо=
— 1, ai2=aio=02o=:O,

поэтому уравнение (1) принимает вид:

ХХо УУ0_ 1

а2 Ч2
~

х2 и2
2) Касательная к гиперболе -— jj

(хо, уо). По аналогии с предыдущим получаем:

3) Касательная к параболе у2 — 2рх= 0 в точке

(хо, уо). В данном случае а22=1, aw=—p, ап =ai2 = a2o = aoo = 0,
поэтому уравнение (1) принимает вид:

ууо
=р(х+ х0). (7)

Пользуясь формулами (5)—(7), можно рассмотреть ряд
интересных геометрических свойств касательных к эллипсу, гиперболе
и параболе. Сформулируем без доказательства три утверждения.

Г. Касательная к эллипсу или гиперболе образует равные углы
с фокальными радиусами точки касания.

2°. Отрезок любой касательной к гиперболе, заключенный, между
асимптотами, делится в точке касания пополам.

Эти свойства могут быть использованы для построения с

помощью циркуля и линейки касательной в данной точке эллипса или

гиперболы.
3 . Касательная к параболе образует равные углы с

фокальным радиусом точки касания и с лучом, исходящим из точки

касания, параллельно оси параболы.
На этом свойстве касательной параболы основано важное

свойство вогнутых параболических зеркал
—

прожекторов,
применяемых в технике. Поверхность параболического зеркала
образована вращением дуги параболы вокруг оси. Если источник света

поместить в фокусе поверхности, т. е. в общем фокусе всех

образующих парабол, то лучи, отражаясь от внутренней зеркальной
поверхности, пойдут параллельно оси.

Это свойство может быть также применено для построения
циркулем и линейкой касательной к параболе в данной точке Мо,
если известна ось d параболы и фокус F (рис. 90).

§ 35. Диаметры линии второго порядка. Сопряженные направления

1. Пусть в аффинной системе координат Ое\в2 дана линия у

уравнением

F (х, у) = ацх2-\-2а12ху+ а22у2 + 2а\ох+ 2а2оу + аоо= 0. (1)

Возьмем какой-нибудь вектор р{р\, рг) неасимптотического

направления относительно этой линии и рассмотрим множество d

(5)

1 в точке
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Рис. 90 Рис. 91

всех точек плоскости, которые являются серединами хорд
направления р (рис. 91). По лемме о координатах середины хорды
точка М (х, у) принадлежит этому множеству тогда и только тогда,

когда выполняется условие:

(а\ \х+ а\2у+ аю)р\+ (а2\х + а22У + а20) р2 = 0. (2)

Это и есть уравнение множества d. Его можно записать так:

(anpi + аХ2р2) x+ (a2\pi+a22p2) y+ alopi+a20p2 = 0. (3)

Вектор р не является вектором асимптотического направления,
поэтому (аир\+а\2р2) р\+(а2Хр\+а22р2) р2Ф$ (см. формулу (5)
§ 32). Отсюда заключаем, что коэффициенты при х и у в

уравнении (3) не равны нулю одновременно, следовательно, d есть прямая
линия. Итак, доказана следующая теорема.

Теорема 1. Множество середин всех хорд линии (1),
параллельных вектору p(pi, р2) неасимптотического направления, есть

прямая, заданная уравнением (3).
Прямая d называется диаметром, сопряженным хордам,

направление которых определяется вектором р. Будем также говорить,
что диаметр сопряжен вектору р.

2. Рассмотрим некоторые свойства диаметров линии второго

порядка.
1°. Если линия второго порядка имеет центры, то каждый центр

принадлежит любому диаметру линии.

? Пусть С (jc0, уо) — Центр линии второго порядка, ad —

произвольный диаметр, заданный уравнением (2). По теореме § 33

координаты точки С удовлетворяют равенствам (3) § 33, поэтому

координаты точки С удовлетворяют уравнению (2). Это означает,
что C?d. |

Отсюда следует интересный вывод: если линия второго порядка
имеет более чем один центр, то она имеет один и только один

диаметр. В общем случае линия второго порядка может иметь

бесконечное множество диаметров. Имеет место, например, следующее

утверждение, доказательство которого мы опускаем.
2 . Если дана центральная линия второго порядка, то любая
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прямая неасимптотического направления, проходящая через ее

центр, является диаметром этой линии.

В частности, любая прямая, проходящая через центр эллипса

(или окружности), является его диаметром.
3°. Любой диаметр нецентральной линии второго порядка имеет

асимптотическое направление.

? Пусть d — произвольный диаметр нецентральной линии

второго порядка у, а (3) — уравнение этого диаметра. По теореме 1

§ 21 вектор ~q( — a2\P\—a22p2\ «11^1 + ^12^2) является направляющим
вектором прямой d. По лемме § 32 вектор q является вектором
асимптотического направления линии у. В самом деле, координаты

вектора ~q при любых значениях Pi и р2, как легко проверить,

удовлетворяют системе (8) § 32. Щ
Так как нецентральная линия у имеет только одно

асимптотическое направление, то из свойства 3° следует, что направление ее

диаметра не зависит от направления тех хорд, которые он делит

пополам, т. е. любые два диаметра нецентральной линии параллельны.
Применим это свойство к параболе, которая является

нецентральной линией. Все диаметры параболы имеют асимптотическое

направление. Если парабола задана каноническим уравнением

у2 = 2рх, то уравнение диаметра, сопряженного вектору ~q{q\, 92),
имеет вид (3): q<i\)

— pq\=0 или, так как ^2#0, у— р
—= 0. Для

любого вектора ~q эта прямая имеет направление оси Ох. Обратно,
любая прямая у

—Л=0, имеющая направление оси Ох, является

диаметром параболы. Действительно, диаметр, сопряженный вектору

~q(A, р), совпадает с прямой у
—А = 0.

3. Теорема 2. Если диаметр d\ центральной линии второго

порядка является множеством середин хорд, параллельных
диаметру di, то диаметр di является множеством середин хорд,
параллельных диаметру d\.

? Пусть диаметр d\ сопряжен вектору р, а диаметр d<i — век-

Т0РУ ~Ч (Рис- 92, а). По условию теоремы pHcfe. Докажем, что q\\d\.
Диаметр d2 имеет уравнение q\ {aiix-\-ai2y + aio)-\-q2(a2ix-\-a22y+
-|-а2о) = 0 (см. формулу (2)). Вектор р

— направляющий вектор
этой прямой, поэтому

q\ (aiipi + ai2p2)+ 92(a2ipi + a22p2)= 0, (4)
или .

Р\ \a\\q\ +a,2<72)+ p2 («21^1 +a22^2)= 0.
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Так как диаметр d\ имеет уравнение (2), то это равенство означает,
что ~q\\d\. Щ

Два диаметра центральной линии второго порядка называются

сопряженными, если каждый из них делит пополам хорды,
параллельные другому диаметру. На рисунке 92, а, б и в изображены
сопряженные диаметры d\ и d2 эллипса, окружности и пары
пересекающихся прямых.

4. Направление ненулевого вектора p(pi, ?2) называется

сопряженным с направлением ненулевого вектора q{q\, q2) относительно

линии, заданной уравнением (1), если выполняется равенство

anP\q\+ai2piq2 + a2ip2q\+a22p2q2 = 0. (5)

Так как ац = а,ц, то понятие сопряженности направлений явля^
ется взаимным, поэтому говорят, что направления векторов р и q
сопряжены относительно линии (1). (Иногда говорят более кратко:
векторы р и q сопряжены относительно линии (1).)

Сравнивая равенство (5) с равенством (5) § 32, замечаем, что

асимптотическое направление является самосопряженным
направлением. Отметим далее, что сопряженные диаметры центральной
линии второго порядка (см. формулу (4)) имеют сопряженные
направления.

Докажем, что понятие сопряженности относительно линии

второго порядка имеет геометрический смысл, поэтому не

зависит от выбора системы координат._Для доказательства возьмем

произвольный ненулевой вектор р(рь рг) и рассмотрим два

случая.

1) Вектор р является вектором неасимптотического

направления. Запишем равенство (5) в виде

(anpi + ai2p2) q\+(a2\p\ + a22p2) q2 = 0. (6)

Направление любого ненулевого вектора qy удовлетворяющее

этому равенству, как следует из формулы (4), совпадает с

направлением диаметра, который делит хорды, параллельные вектору р,

пополам. Таким образом, существует одно и только одно

направление, сопряженное с направлением вектора р, и это направление

имеет простой геометрический смысл.

2) Вектор p(pi, рг) является вектором асимптотического

направления. Если Д=й=0, то из числа амр\-\-а\2Р2 и а2\Р\-\-а22Р2
не равны нулю одновременно, так как рфб. Поэтому все векторы

q(qi, 92), координаты которых удовлетворяют равенству (6),
попарно коллинеарны и образуют одномерное векторное
подпространство L. Оно является подпространством, натянутым на

вектор р, так как p?L (см. (5) § 32). Таким образом, кроме
направления вектора р, нет других направлений, сопряженных с р.

Если Д = 0, то по лемме § 32 ацр\ +а\2р2= 0 и аг\Р\ + а22Р2 = 0,
поэтому соотношение (6) удовлетворяется для любого вектора q.
В этом случае любое направление плоскости сопряжено с

направлением вектора р.
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§ 36. Главные направления. Главные диаметры

1. Направление называется главным относительно данной линии

второго порядка, если оно сопряжено с перпендикулярным
направлением. Так как понятие сопряженности является взаимным, то

если данное направление является главным, то и

перпендикулярное к нему направление является главным.

Пусть в прямоугольной системе координат ОТ] линия задана

общим уравнением (1) § 35. По определению ненулевой вектор
р(рь Р2) является вектором главного направления относительно
этой линии тогда и только тогда, когда векторы р (pi, р2) и q (— р2, Р\)
сопряжены. Подставив координаты этих векторов в уравнение (5)
§ 35, получаем:

(а22 — a\\)P\p2 + al2 (р? — pi)= 0. (1)

Эта формула позволяет найти главные направления
относительно линии второго порядка и выяснить, сколько главных

направлений имеется относительно той или иной линии. Рассмотрим
бедующие случаи.

1) ai2#0. В этом случае р^фО (так как рфб). Поэтому если

положить k = —, то уравнение (1) запишется так:

k2a 12 + (a11 — а,22) k — a12 = 0. (2)

Это квадратное уравнение имеет два различных
действительных корня:

, <322 — ам±У(а22— Qn)2-f 4a?2

причем k\k2= — 1.

Отсюда следует, что относительно данной линии имеются два и

только два главных направления.
2) ai2 = 0, а22 — анФ0. Уравнение (1) принимает вид (а22 —

— aii)pip2 = 0 или pjp2 = 0. И в этом случае относительно данной
линий имеются два и только два главных направления

—

направления координатных осей.

3) ai2 = 0, a22 — ап=0. Ясно, что координаты любого

вектора p(pi, P2) удовлетворяют равенству (1), поэтому любое

направление является главным. Ц этом случае данная линия является

окружностью (вещественного, мнимого или нулевого радиуса). Итак,
доказана следующая важная теорема.

Теорема 1. Относительно любой линии второго порядка,
отличной от окружности, существуют два и только два главных

направления. Относительно окружности любое направление
плоскости является главным.

2. Диаметр линии второго порядка называется главным, если он

перпендикулярен сопряженным хордам. Отсюда следует, что

главный диаметр является осью симметрии линии второго порядка.
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Рис. 93

Пусть d — главный диаметр, a p(pi, P2) — вектор,
параллельный сопряженным хордам. Направление вектора р сопряжено с

направлением диаметра d, поэтому р имеет главное направление,
а, следовательно, и диаметр d имеет главное направление. Обратно,
если р

—

вектор главного, но неасимптотического направления, то

сопряженный ему диаметр перпендикулярен к нему, поэтому
является главным диаметром. Итак, для нахождения главных

диаметров следует найти все главные, но не асимптотические

направления данной линии. Диаметры, сопряженные этим направлениям,
являются главными.

Теорема 2. Центральная линия второго порядка, отличная

от окружности, имеет два и только два главных диаметра; для

окружности любой диаметр является главным. Нецентральная
линия второго порядка имеет только один главный диаметр.

П а) Пусть у — центральная линия второго порядка,
отличная от окружности. По теореме 1 она имеет два и только два

главных направления. Эти направления не являются

асимптотическими (§ 35, п. 4). Поэтому диаметры, сопряженные хордам этих

направлений, являются главными диаметрами.

б) Окружность является линией эллиптического типа, поэтому

не имеет асимптотических направлений. Так как любое

направление для окружности является главным, то любой диаметр
окружности является главным диаметром.

в) Пусть р
—

вектор асимптотического направления
нецентральной линии второго порядка у, a q

— перпендикулярный к нему

ненулевой вектор. Направления векторов р и q сопряжены (§ 35, п. 4),
поэтому каждое из этих направлений является главным. По

теореме 1 других главных ^направлений линия у не имеет. Диаметр,
сопряженный вектору q, является единственным главным

диаметром линии у. |
3. Как известно, осью симметрии фигуры называется прямая, относительно

которой фигура симметрична. Мы уже отмечали, что любой главный диаметр линии

второго порядка является ее осью симметрии. Из теоремы 2 следует, что любая линия

второго порядка имеет хотя бы одну ось симметрии. Эллипс с неравными
полуосями и гипербола имеют две оси симметрии, окружность — бесконечное

множество осей симметрии. Парабола имеет только одну ось симметрии.
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Существуют ли линии второго порядка, которые имеют оси симметрии,

отличные от главных диаметров? Можно показать, что такие линии существуют.

Например, для пары параллельных прямых х2 — а2 = 0 любая прямая,
перпендикулярная этим прямым, является осью симметрии (рис. 93, а). Эти прямые не являются
главными диаметрами. Для линии х2 — */2 = 0, которая распадается на пару взаимно

перпендикулярных прямых, сами прямые являются осями симметрии. Эта линия

изображена на рисунке 93, б. Она имеет четыре оси симметрии
— оси координат

Ох и Of/, которые являются главными диаметрами, и прямые U и /г, на которые

распадается линия. Можно доказать, что в остальных случаях оси симметрии линии

второго порядка, имеющей бесконечное множество действительных точек, совпадают
с ее главными диаметрами.

§ 37. Классификация линий второго порядка

1. Идея классификации линий второго порядка заключается в том,

чтобы путем надлежащего выбора новой прямоугольной системы

координат упростить уравнение линии, а затем по этому уравнению
установить, к какому классу принадлежит линия.

Пусть линия второго порядка у в прямоугольной системе

координат Olj задана уравнением

аих2 + 2а12ху+ а,22у2 + 2юх -\-2а2оу+ а00 = 0. (1)

Рассмотрим поворот системы координат вокруг точки О так,

чтобы вектор J' новой системы координат OTJ' имел главное, но

не асимптотическое направление. Тогда вектор Т также будет иметь

главное направление. Запишем уравнение линии у в новой системе

координат:

а\ i*'2+2a\ix'y'+а'22у'2
+2а[0х'+2аку'+Яоо=0.

Так как вектор /' (0, 1) имеет главное направление, то его

координаты удовлетворяют уравнению (1) § 36, поэтому ai2 = 0.

Вектор /' не имеет асимптотического направления, поэтому а^фО.
Таким образом, предыдущее уравнение имеет вид:

а\ {х1
2
+ а'22у'2 + 2a[Qx' + 2а/20у/ + a00 = 0. (2)

Дальнейшее упрощение этого уравнения достигается путем
надлежащего выбора точки О' и переноса начала координат в эту
точку. Рассмотрим различные случаи в зависимости от наличия

центров линии у.

2. Классификация центральных линий
второго порядка. Рассмотрим перенос начала координат в центр О7
линии у. В силу следствия теоремы § 33 в новой системе координат
коэффициенты при х' и у' в уравнении линии у равны нулю, поэтому
оно имеет вид:

afi.r'2 + a22*/'2 + a6o = Ov где а'памФО. (3)

Возможны два случая.

1) а'ооФО. Уравнение (3) можно записать так:

г2 и2

1С+1Г=1' Ю
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где А= -—, В= г"- Не нарушая общности, можно
предай Д22

положить, что А^В (в случае А<В выполним преобразование
координат, поменяв местами координатные оси).

а) Если Л>0, В>0, то линия (4) есть эллипс с полуосями
л/А, л/В.

б) Если Л>0, В<0, то линия (4) есть гипербола с полуосями
л/А, лГ^~В.

в) Если А<0, В<0, то, обозначив А = — а2, В=—б2, где

2 2

а>0, 6>0, запишем уравнение (4) в виде -—(—^-= — 1. Линия
а2 б2

не имеет ни одной вещественной точки и называется мнимым

эллипсом.

X2 и2
2) а6о = 0. Уравнение (3) можно записать в виде

— -(-JL^o,А В

где А > 0.

а) Если ?<0, то, обозначив Л = а2, В=—б2, получаем:

7--S-* ¦»(¦?+*) (f-+)-°-
Линия распадается яа дар*/ пересекающихся прямых:

^+4=о и --4=о.а о а о

2 2

б) Если В> 0, то аналогично предыдущему получаем: ^j-\--^-=0.
Линия имеет только одну вещественную точку

— начало координат.
Говорят, что линия распадается на пару мнимых пересекающихся

х . . у ^ х .у А

прямых: \-i-jr= 0 и i-z-=0.

3. Классификация нецентральных линий

второго порядка, имеющих центры. Рассмотрим перенос
начала координат в один из центров О' линии у. Так как в данном

случае вектор V имеет асимптотическое направление, то уравнение

(3) можно записать так:

</2 + С= 0, где C=4L- (5)
U22

а) Если С<0, то, обозначив С=—а2, запишем уравнение (5)
в виде у2 — а2= 0, или (у — а)(у+ а)= 0. Линия распадается на

пару параллельных прямых (у — а= 0 и у-\-а = 0).
б) Если С>0, то аналогично предыдущему получаем у2-\-а2= 0

или (y — ia)(y + ia)= 0. Линия не имеет ни одной вещественной
точки. Говорят, что она распадается на пару мнимых параллельных
прямых: у

—ш= 0 и y-\-ia = 0.

в) Если С= 0, то уравнение (5) имеет вид: у2 — 0 или уу
= 0.

Говорят, что линия распадается на пару совпавших прямых (# = 0,
У= 0).

4. Классификация нецентральных линий

второго порядка, не имеющих центров. Рассмотрим
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перенос начала координат в точку О', лежащую на главном диаметре
линии у. По теореме 2 § 36 в данном случае линия ^имеет только

один главный диаметр, который совпадает с осью О'Т и сопряжен
с хордами, параллельными вектору /'. Пусть уравнение линии у

в системе О'Т}' имеет вид (2). Тогда ап=0, так как вектор Т имеет

асимптотическое направление; а^фО и а2о = 0, так как ось

абсцисс — главный диаметр. Таким образом, уравнение (2) имеет вид:

fl22^/I2 + 2aioA:, + a6o = 0. Здесь afo^O, так как точка О' не является

центром линии у (линия у не имеет центров). Из уравнения видно, что

ось абсцисс пересекает линию в точке ( ^, 0) . Если пере-

нести начало координат в эту точку, то уравнение линии принимает

вид: а'22у2 + 2а'\0х= 0 или у2 = 2рх, где р=
10

. Это уравнение

параболы.
5. Итак, существуют девять типов линий второго порядка,

представленных в следующей таблице.

1 Название линии

1. Эллипс

2. Гипербола

3. Парабола

4. Мнимый эллипс

5. Пара
пересекающихся прямых

1 6. Пара мнимых пе-

I ресекающихся
прямых

Канонич-еское

*V2-i 1

х2 У2 ,

У2 =2рх

х2 у2
7+V=-\

х2 у2
7?-F=°

4+^=0

А

>о

<о

=0

>о

<0

>0

г

1
R

2

2

2

2

2

2

Действитель- j
ные точки i

оо

оо

оо

0

оо

1

Центры 1

Один центр, не

принадлежащий
линии

—1—

Нет центров

Один центр, не 1
принадлежащий 1
линии

Один центр,
принадлежащий
линии

Один центр,
принадлежащий
линии

105



Продолжение

Название линии 1

7. Пара
параллельных прямых

8. Пара мнимых

параллельных
прямых

9. Пара совпавших

прямых

Каноническое
уравнение

2/2-а2=0

</2+а2 =0

г/2=о

|

А

0

0

0

R

1

1

1

Действительные точки

сю

0

оо

Центры 1

Прямая центров,
не

принадлежащих линии

Прямая центров,
не

принадлежащих линии

Прямая центров,
принадлежащих

линии

§ 38. Приведение уравнения линии второго порядка к

каноническому виду и построение ее точек

1. В этом параграфе рассмотрим примеры приведения уравнения
линии второго порядка к каноническому виду. Сначала рассмотрим

общую схему, а затем перейдем к примерам. Пусть линия второго

порядка у в прямоугольной системе координат Olj задана общим

уравнением

а 1 ix2 + 2а12ху + а22у2 + 2а \ 0х + 2а2оу + аоо = 0, (1)

где а\2ф0. Найдем главные направления линии у и примем их за

направления новых координатных ocefiL

Координаты единичного вектора р (cos a, sin а) главного

направления (где а=Г, р) удовлетворяют уравнению (1) из § 36. Это
уравнение можно записать так:

I aw cos a + #i2 sin a а2\ cos a + ^22 sin а I =0.

I cos а sin а
'

Для каждого вектора р главного направления существует

такое к, что

aw cos a + ai2 sin a = k cosaA (ац —X) cos a + ai2 sin a= 0,j ,n\

a2i cos a + ^22 sin a = k sina;J a2\ cos a + (a22—k) sin a = 0.» ^ '

Эта система совместна тогда и только тогда, когда
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I aii \?222-ь1 =0^^2-(an + a22)X+ (ana22-a?2)= 0. (3)

Уравнение (З) называется характеристическим уравнением линии

второго порядка у. Корни этого уравнения находятся по формуле
« (ац+а22)=ьУ(ям— a22)2+4ai2
Л= ~ .

Так как (an — a22)2 + 4a22^0, то корни Х\ и %2 характеристического
уравнения (3) — действительные числа, причем если у не является

окружностью (т. е. если (an — a22)2 + 4a22=^0, то Х^фХ2). Пусть для

определенности 12ф0. Подставив каждый из этих корней в

уравнения (2), получаем соотношение, из которого находим координаты
единичного вектора главного направления. Таким образом, каждому

корню характеристического уравнения соответствует главное

направление.

Пусть Т (cos a, sin a) — единичный вектор главного

направления, который соответствует корню Х\. Из формул (2) находим:

(an— A,i)cos a+ ai2 sin a=0, отсюда tg a=
l~au

.

4 '

#12

Найдем sin a и cos a:

sina=—tga cos a =—;
*

(4)
Vl+tg2a Vl+tg2a

Формулы преобразования координат имеют вид (см. формулы
(8) из § 15):

х= х' cos а —у' sin a,

у= х' sin a + */' cos a.
^ '

Подставив отсюда значения х и у в уравнение (1), получаем

уравнение линии у в системе Off'-
а'их'2 + а'22у'2 + 2а\0х' + 2а'20у' + або= 0, (6)

где

aii=an cos2 a+2ai2 cos a sin a+a22 sin2 a,
a22 —au sjn2 a —2ai2 sin a cos a+a22 cos2 a,

aio=aio cos а+ аго sin a, (7)
a20 = — аю sin a + a2o cos a,

aoo = aoo-

Из первой формулы, учитывая равенства (2), получаем:

an=(an cos a + ai2 sin a) cos a + (a2i cos a + a22 sin a) sin a =

= k\ cos2 a + k\ sin2 a = A,i.

Из формул (7) получаем: a[\-\-a22 = au-\-a22 или \x-\-a22 =
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= an+022. Но по формуле Виета a\\ + a22 =h +A,2, поэтому
а22 = ^2. Следовательно, уравнение (6) линии у имеет вид:

hx'2+ ^,2+ 2afо*' + 2a?0*/' + a00 = 0. (8)

Коэффициенты afo и a?o непосредственно находятся по

формулам (7).
Из уравнения (8), как показано в § 37, путем переноса начала

координат в некоторую точку О' получаем каноническое

уравнение линии у. Если у не является параболой, то О' — центр (или
один из центров) линии у; если же у

— парабола, то О' — ее вершина.
2. Таким образом, для того чтобы привести уравнение (1)

линии у второго порядка к каноническому виду и построить точки

этой линии, необходимо выполнить следующее.

1) Найти корни характеристического уравнения^(3).
2) Найти координаты векторов Т (cos a, sin a) и /' ( — sin a, cos a)

по формулам (4).
3) Вычислить коэффициенты afo, a?o по формулам (7) и записать

уравнение линии у в виде (8).
4) Переносом начала координат получить каноническое

уравнение линии у.

5) Построить систему координат О'!']' по координатам точки

О' и векторов Т и /' и затем построить точки линии у в системе

O'1'j' по каноническому уравнению.

Рассмотрим пример, иллюстрирующий эту схему.

Пример 1. 5х2+5у2+8ху—-J2x+^j2y—8= 0.
1) Запишем характеристическое уравнение (3) для данной линии

и найдем его корни К2— 10X+ 9 = 0, A,i = l, А,2 = 9.

2) По формулам (4) найдем координаты векторов Т (cos a, sin a),
/' ( — sin a, cos a).

л/2 л/2
tga= — 1, sina=——, cosa=y; a= 45°,

•V2 -V2\ t,/V2 V2\
1

\2
'

2 J ' /
V 2 ' 2)

'

3) По формулам (7) вычислим коэффициенты afo, аго; #io= — 1,
a2o = 0. Уравнение (8) в данном случае имеет вид: х'2-{-9у'2 —
—2^-8= 0.

4) Так как А/ = Ь9#0, то линия центральная. Па формулам

(3) из § 33 находим координаты центра О' в системе Ol'j'iO' (1, 0).
Формулы переноса системы координат в точку О' имеют вид:

х' = Х-\-\, у'= Y, поэтому линия в системе 0'1'\' имеет уравнение

*2+9У2—9=0, или ?+-?- = 1. (9)

Это каноническое уравнение эллипса с полуосями а= 3, й = 1.

5) На рисунке 94 выполнено построение эллипса (9). Сначала

строим систему OV\\ в этой системе точку <У и. через эту точку
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Рис. 94

проводим оси координат системы О'/'/'. Затем на этих осях координат
отмечаем вершины эллипса по заданным полуосям и вычерчиваем
эллипс.

3. В ряде случаев, когда в исходном уравнении (1) отдельные

коэффициенты равны нулю, рассмотренная выше схема упрощается.

Например, если ai2 = 0, то нет необходимости в нахождении

главных направлений линии, поэтому достаточно ограничиться

пунктами 4 и 5 схемы. В случае, если аю= а2о= 0, то следует
выполнить только пункты 1, 2, 3 и 5. Рассмотрим примеры.

П р и м е р 2. 2</2 + 4х— 8*/ + 9 = 0.

Так как ai2 = 0, то координатные векторы I и / имеют главные

направления.
Данная линия у не имеет центров, так как система (3) § 33

несовместна: 0-х+ 0-у-{-2 = 0, 0-х-\-2у— 4 = 0. Следовательно,

линия у
— парабола. Главный диаметр сопряжен вектору /,

поэтому имеет уравнение 2у— 4 = 0, или у
= 2. Эта прямая пересекает

параболу у в точке О'(—т-, 2), которая является вершиной

параболы. Формулы переноса системы координат в точку О' имеют

вид: х= Х—J", y=Y-\-2, поэтому линия у в системе O'Tj имеет

уравнение Y2-\-2X= 0. Если изменить направление оси абсцисс,
т. е. ввести новую систему координат O'Tj', где Т =—Г, // = /,
то формулы преобразования имеют вид: Х= —Х\ Y=Y\ поэтому
линия у в новой системе координат имеет каноническое уравнение
Y'2 = 2X'. На рисунке 95 выполнено построение этой параболы.

Пример 3. Ах2 —Аху+у2— 15 = 0.

1) у2 — 5Х= 0, А,,=0, А,2 = 5;

2)tga= 2, sina=^, cosa^; f'(-i-
*

), /'(-1, -L).
3) afo = 0, a2o = 0. Уравнение данной линии в системе О'Г'/"

имеет вид: Ъу'2 —15=0, или у'2 — 3= 0. В этом случае нет необходи-
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Рис. 96 Рис. 97

мости в переносе начала координат, так как мы уже получили

каноническое уравнение пары параллельных прямых: у—У3=0,
у+УЗ=0. На рисунке 96 изображена эта линия.

4. Если данная линия распадается на пару прямых, то иногда

удается без приведения уравнения линии к каноническому виду

разложить левую часть уравнения на множители и найти

уравнения тех прямых, которые составляют линию.

П р и м е р 4. х2 + ху— 2у2+ Ьх—5у= 0. Запишем это уравнение
так:

(х2 +2ху+ 5х) —(ху+2у2+ 5у)=0=>

^х(х+2у+5)-у(х+ 2у+ 5)=0^

=>(х-у)(х+ 2у+ 5)= 0.

Данная линия распадается на пару пересекающихся прямых:

х—у=0, х+Ъу+ 5=0 (рис. 97).



Глава V

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПЛОСКОСТИ

И ИХ ПРИЛОЖЕ НИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

§ 39. Отображение и преобразование множеств

1. Пусть X и Y — непустые множества. Допустим, что каждому
элементу х множества X поставлен в соответствие определенный
элемент у множества Y. Тогда говорят, что дано отображение
множества X в множество Y или дана функция. Эту функцию
обозначают одной буквой, например буквой /, и пишут так:

f:X-+ Y или X-±Y. Элемент y?Y называют значением функции /
для элемента х? X и обозначают через f (х). Множество X называется

областью определения функции /, а множество всех значений —

областью значений функции. Область значений функции jf: X ->- Y

обозначается через f (X). Ясно, что f(X)czY.
В геометрии, где приходится рассматривать множества X и Y

самой различной природы, не обязательно числовые, чаще всего

применяется термин «отображение», а не «функция».
Пусть дано некоторое отображение f:X-*Y. Элемент y= f(x)

называется образом элемента х?Х, а х — прообразом элемента

(/6 Y. Говорят также, что элемент х переходит в элемент у в

отображении /, и пишут: f :х\-+ у или х\^у (следует учесть, что мы различаем

стрелки -»- и \->).
В этой главе рассматриваются только такие отображения,

в которых области определений и значений являются множествами

точек плоскости. Рассмотрим примеры таких отображений.
П р и м е р 1. Пусть со — окружность, а АВ — ее диаметр (рис. 98).

Каждой точке М окружности поставим в соответствие

(ортогональную) проекцию М\ на прямую АВ. Получим отображение
окружности со в прямую АВ: f\: со ->¦ АВ.

Пример 2. Пусть ABC —

треугольник, X — объединение отрезков АВ и ВС,
a Y — множество всех точек прямой АС
(рис. 99). Каждой точке М множества X

поставим в соответствие ее проекцию
М\ на прямую АС. Получим
отображение /2: X -^ У.

Пример 3. Рассмотрим прямую а

в плоскости а. Каждой точке М пло-
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скости а поставим в соответствие ее проекцию Мх на прямую а.

Получим отображение /3: о -+¦ а.

П р и м е р 4. Рассмотрим эллипс у с центром О и окружность со,
которая имеет общие касательные с эллипсом в концах его малой оси

(рис. 100). Каждой точке М окружности со поставим в соответствие

точку М{ пересечения луча ОМ с эллипсом у. Получим отображение
/ч : со -+ у.

2. Пусть f: X -+ Y — данное отображение.
1) Если для любых двух различных элементов х\, х2?Х имеем:

f (*i)=#f (*2), то отображение / называется инъективным

отображением или коротко инъекцией.
2) Если f(X)=Y, т. е. каждая точка множества Y является

образом по крайней мере одной точки множества X, то / называется

отображением множества X на множество Y или сюръективным
отображением (сюръекцией).

3) Если отображение f (X)-+ Y одновременно является
инъективным и сюръективным, то оно называется взаимно однозначным
отображением множества X на множество Y или биективным
отображением множества X на множество Y (коротко биекцией).

В приведенных в предыдущем пункте примерах отображение fx
(пример 1) не является ни инъективным (f(M)= f(N) при МфЫ,
рис. 98), ни сюръективным (например, точка Р прямой АВ не имеет

прообраза). Отображение f2 (пример 2) является инъекцией (если
МфЫ, то f(M)=?f(N), рис. 99), но не сюръекцией (точка Р не имеет

прообраза). Отображение /3 (пример 3) является сюръекцией (каждая
точка прямой а имеет прообраз), но не инъекцией. Отображение
/ч (пример 4) является взаимно однозначным отображением
окружности со на эллипс у (биекция).

Замечание. Из приведенных выше определений следует, что

если f:X-+Y — произвольное отображение, то отображение
f\: X-+f (X) по закону fi(x) = f (x) является сюръекцией. Точно так же,

если f:X-+Y является инъекцией, то отображение fr.X-+f(X) такое,
что fi (x)= f(x) является биекцией.

3. Пусть f:X-+Y — биективное отображение. Тогда можно

построить другое отображение f':Y^X по закону f {y)=x, если

y
= f (x). Другими словами, в отображении f произвольный элемент у

множества Y переходит в прообраз х этого элемента в

отображении /. Предоставляем читателю самостоятельно убедиться в том, что

f — взаимно однозначное отображение множества У на множество

X. Это отображение обычно обозначают через f~l и называют отобра-

Рис. 99 Рис. 100
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Рис. 101 Рис. 102

жением, обратным к f. Таким образом, для любого биективного

отображения f:X-*Y можно построить обратное биективное
отображение /_1 : Y -+ X, причем если y=f (х), то x=f~l (у).

Отображение f4: со ->- у, рассмотренное в примере 4,
является биективным, поэтому можно построить обратное отображение
fi~l 'у -*- со. При этом отображении каждой точке N\ эллипса у

ставится в соответствие точка N пересечения луча ON\ с

окружностью со (рис. 100).
4. Если в отображении f:X-+Y множество Y=f(X)= X, то

говорят, что дано отображение множества X на себя.

Преобразованием (непустого) множества X называется любое биективное

отображение множества X на себя. Рассмотрим примеры.
П р и м е р 5. Пусть со — окружность, заданная на

ориентированной плоскости, а ср
— ориентированный угол, причем

—я<ф<л.
Рассмотрим отображение /: со ->- со, при котором каждой точке М

окружности со ставится в соответствие точка ЛГ той же окружности
так, что Z. МОМ' — ср (рис. 101). Предлагаем читателю

самостоятельно убедиться в том, что /: со ->- со является преобразованием
окружности со.

Пример 6. Зададим на плоскости о точку О и рассмотрим

отображение f:o^o, в котором каждая точка М переходит в

точку ЛГ, симметричную точке М относительно точки О (рис. 102).
Если М и N — различные точки, то их образы f (M) и f (N) различны,

поэтому / — инъективное отображение. Мы замечаем, что любая

точка М' плоскости служит образом некоторой точки М плоскости,
т. е. отображение f сюръективно. Итак, / является

преобразованием- плоскости. Оно называется симметрией плоскости относительно

точки О (центральной симметрией или отражением от точки О).
Точка О называется центром симметрии.

§ 40. Группа преобразований множества.

Подгруппа группы преобразований

1. Для дальнейшего изложения напомним понятие группы, известное

читателю из курса алгебры. Группой называется пара (G, о), где

G — непустое множество, на котором задана бинарная операция о

(закон композиции) и выполнены следующие три условия (аксиомы):

из



1) Бинарная операция о ассоциативна, т. е. для любых элементов

а, 6, c?G имеем: аофос)= (аоЬ)ос.
2) В множестве G имеется такой элемент е (нейтральный

элемент), что аое= а для любого элемента а из G.

3)Для любого элемента а из G существует такой элемент а'

(симметричный элемент), что а^а' = е.

В курсе алгебры доказывают, что нейтральный элемент

единственный, причем аое= еоа и что для любого элемента а

симметричный элемент а' единственный и а°а'= а'оа.

Как известно, при изучении групп используется
мультипликативная или аддитивная форма записи бинарной операции.
В геометрии обычно используется мультипликативная запись. При
этом бинарную операцию называют умножением и вместо сюЬ

пишут: а-Ь (или ab). Элемент а*Ъ называется произведением
элементов а и Ь. Нейтральный элемент относительно умножения
обозначают через е и называют единичным элементом или единицей
группы, а элемент, симметричный а, называют обратным к элементу а

и обозначают через а-1.
2. Пусть (G, о) — группа и Hci G, НФ 0. Если (Я, о) — группа,

то она называется подгруппой группы (G, о). Говорят короче:
Я — подгруппа группы G (операция о подразумевается).
Теорема 1. Непустое множество Я группы G является

подгруппой этой группы, если выполнены следующие два условия:
1) Если а?Н и Ь6Я, то aob^H.
2) Если абЯ, то а~х?Н.
П Из условия 1) следует, что на множестве Я определена

бинарная операция о. Эта операция на множестве Я ассоциативна, так как

она ассоциативна на всем множестве G.

Докажем, что единица е группы G принадлежит множеству Я.

Действительно, пусть а?Я. По условию 2) а~х 6Я, поэтому по

условию 1) аоа~16Я или е6Я.
Наконец, из условия 2) следует, что для любого элемента а

существует такой элемент а~1?Н, что аоа~1 = е. Таким образом,
выполнены все три условия, указанные в определении группы (п. 1),
поэтому (Я, о) — группа, т. е. Я — подгруппа группы G. Щ

3. Рассмотрим какое-нибудь непустое множество Е и обозначим

через GE множество всех преобразований множества Е. Введем в

множестве GE закон композиции о следующим образом. Пусть
/» &6 GE. Каждому элементу х множества Е поставим в соответствие

элемент г по следующему закону: y= f(x), z= g(y), тогда z=

= g(f(x)). Этим определено новое преобразование множества Е,

переводящее элемент х в элемент z (результат последовательного

применения сначала преобразования /, а затем преобразования g).
Оно обозначается через gof (или просто gf) и называется

композицией преобразований fug (или произведением этих

преобразований). Итак, по определению (gf) (x) = g (f (x)). Таким образом,
на множестве GE определена бинарная операция о — умножение

преобразований.
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Теорема 2. Пара (G?, о), где о — композиция
преобразований, является группой.

П Докажем, что для пары (G?, о) выполнены все три условия,
указанные в определении группы.

1) Пусть /, g, h?QE, ho(gof) = m, (hog)ofz=n. Докажем, что

преобразования тип совпадают. Для любого элемента х

множества Е по определению произведения имеем: m(x)= h((gf)(x))=
= h (S (f (*))), n (x) = (hg) (f (x)) = h(g(f (x))). Таким образом,v для

любого элемента х множества Е имеем: т (х)= п (х). Это значит,
что преобразования тип совпадают: т= п, т. е. ho(gof)=(hog) of.

2) Обозначим через е тождественное преобразование, т. е.

преобразование, при котором каждому элементу множества Е

ставится в соответствие тот же элемент. Ясно, что для любого

преобразования /6G? имеем: f°e = /. Значит, е — нейтральный элемент

относительно композиции преобразований.
3) Любое преобразование f?GE является биективным

отображением множества Е на себя, поэтому существует обратное
отображение /-I :?->?, которое является преобразованием множества ?,
поэтому f_16G?. Ясно, что fof~l = e. Действительно, пусть у —

любой элемент из Е. Если f~l (у)= х, то /(х)= у, поэтому (ff~l)(y)=
— f(f~l(y))= f(x)— y> т- е- преобразование ff~l совпадает с

тождественным преобразованием е. Ц
Следствие. В группе GE всех преобразований множества Е

тождественное преобразование является единицей группы, а

преобразование f~l—симметричным элементом преобразования f.
Любая подгруппа группы GE называется просто группой

преобразований множества Е. Чтобы убедиться в том, что некоторое
непустое множество Н преобразований множества Е является

группой преобразований этого множества, надо применить теорему 1,
т. е. проверить выполнимость двух условий:

1) Если /6#, g?H, то gf?H.
2) Если fe#, то f"le#.
4. Пусть Е — непустое множество, a G — некоторая группа

преобразований этого множества. Непустое множество FcnE
называется эквивалентным множеству F' относительно группы G, если

в группе G существует такое преобразование, которое множество F

переводит в множество F\ Если множество F эквивалентно множе-
/~»

ству F', то пишут: F ~ F'. Рассмотрим свойства этого понятия.

1) Для любой фигуры F имеем. F ~ F. Действительно,
тождественное преобразование е множества Е является единицей группы G,

т. е. e?G. Но e(F)=F и, значит, F ~ F.

2) Если F ~ F', то F' Я F.

Так как F ~ F\ то существует преобразование f?G такое, что

F'=f(F). Но тогда f~l (F')= Ff причем f~l?G. Таким образом,
F* & F.

Аналогично можно доказать следующее свойство.
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3) Если F ~ F, F' ~ F", то F ~ F".
Таким образом, эквивалентность фигур является отношением

эквивалентности на множестве всех подмножеств множества Е.
Если фигуры F и F' эквивалентны относительно группы G, то

коротко говорят, что они G-эквивалентны.

§41. Движения плоскости

1. Говорят, что преобразование плоскости сохраняет расстояния,
если расстояние между любыми двумя точками А и В плоскости

равно расстоянию между их образами А' и В', т. е. АВ =А'В'.

Преобразование плоскости, сохраняющее расстояния,
называется движением (или перемещением).

Наиболее простым примером движения является тождественное

преобразование плоскости, т. е. преобразование, при котором
каждая точка плоскости переходит в себя. Рассмотрим другие
примеры движений.

Пример 1. Возьмем вектор р, параллельный плоскости ст.

Каждой точке М?о поставим в соответствие точку ЛГ так, чтобы
—>•

_

ММ'=р. Мы получаем некоторое отображение f:o-+o, которое,
очевидно, является преобразованием плоскости о. Оно называется

параллельным переносом на вектор р. Вектор р называется вектором
переноса (рис. 103). Нетрудно заметить, что если р = 0, то

параллельный перенос
— тождественное преобразование.

Докажем, что параллельный перенос является движением.

Пусть М\ и М2 — две точки плоскости, а М[ и М2 — их образы.

Тогда М\М[= р, М2М2=р, поэтому М\М\ = М2М2. По лемме о
—>- —>-

равенстве векторов (§ 3, п. 1) MiM2=M[M2, следовательно, М\М2=

=MiM2 (см. рис. 103). Таким образом, при параллельном переносе
сохраняются расстояния, т. е. параллельный перенос

— движение.

Пример 2. Рассмотрим симметрию f плоскости относительно

некоторой точки О (см. пример 6 из § 39). Она, очевидно, является

преобразованием и сохраняет расстояния, так как если М\ и М2 —

две точки, а М[ и Mi — их образы, то ОМ[ = — ОМ\ и ОЩ=

= — ОЩ, поэтому М[М2=М2М\ (рис. 102). Отсюда следует, что

М\М2=М[М2, т. е. / — движение.

2. Упорядоченную тройку точек Л, В, С плоскости, не лежащих

на одной прямой, называют репером

Mi и обозначают так: /? = (Л, В, С).
2

Точки А, В и С называются

вершинами репера, причем точка А

называется его началом. Репер
называется аффинным, если треуголь-
ник ABC произвольный, и орто-

1 2

нормированным, если угол А пря-
Рис. юз мой, а АВ =АС=\.

~ / м;

7/
/

/

i

>
/

/
/

-У

116



Пусть на плоскости дана система координат Ое\е2. Отложив

от точки О векторы ОЕ\=е\, ОЕ2= е2, получим репер /? = (0, Ей ?г),
о котором мы скажем, что он соответствует системе координат Ое\в2.
Если данная система координат аффинная, то R — аффинный репер,
а если система координат прямоугольная, то репер R ортонормиро-
ванный. Обратно, если дан репер /?=(0, Ей ?2), то можно построить

систему координат Ое\в2, где е\ = ОЕ\, е2 = ОЕ2, которой
соответствует репер R. В дальнейшем будем говорить, что точка М в

репере R имеет координаты (х, у), если (х, у) — координаты точки М

в соответствующей системе координат Ое\в2. Вообще в геометрии не

делают различия между репером и системой координат.

Докажем, что в любом движении репер переходит в репер,
в частности ортоноржированный репер — в ортонормированный
репер. В самом деле, пусть (Л, В, С) — данный репер, а Л', В\ С —

образы соответственно точек Л, В и С. Так как точки Л, б и С не

лежат на одной прямой, то АВ<АС+ СВ, ВС<ВА+АС, СА<
< СВ+ ВА. Движение сохраняет расстояния, поэтому А'В' <А'С +
+ С'В\В'С'<В'А'+А'С\С'А'<:С'В' + В'А'. Отсюда следует, что

точки Л', В', С не лежат на одной прямой, т. е. (Л', В', С) — репер.
Если (Л, В, С) — ортонормированный репер, то по теореме Пифагора
АВ2+АС2 =ВС\ поэтому А'В'2+А'С'2= В'С'2. По теореме,
обратной теореме Пифагора, д А'В'С прямоугольный. Далее, А'В' =

=ЛВ=1, Л'С' =ЛС=1. Таким образом, (Л', В7, С)I —

ортонормированный репер.
3. Докажем следующую основную теорему.

Теорема 1. Пусть /? = (Л, В, С) и /?' = (Л', В', С')
—произвольные ортонормированные реперы плоскости о. Тогда существует
одно и только одно движение, которое репер R переводит в репер R'.

При этом движении любая точка М с данными координатами в

репере R переходит в точку М' с теми же координатами в репере R'.
П 1) Докажем сначала, что существует движение, которое

репер R переводит в репер R'. Построим отображение gio^-o
следующим образом. Произвольной точке М с координатами х, у
в репере R поставим в соответствие точку М' с теми же координатами
в репере /?'. Ясно, что Л (О, 0)R&A'(0, 0)*,, 5(1, 0)Дв'(1, 0)**
и С(0, 1)*Лс'(0, 1)*..

Отображение g:o -*- о является взаимно однозначным

отображением плоскости на себя, т. е. является преобразованием плоскости а.

Докажем, что g сохраняет расстояния. В самом деле, пусть М\ и

М2 — произвольные точки плоскости, которые в репере R имеют коор-

динаты Mi (xu y\)R и М2 (х2, уг)* Тогда MxM2=^j{x2— *i)2 + (*/2 — У1)2.
Образы М\ и М2 точек М\ и М2 в репере R' имеют те же координаты:

М\ (х\, y\)R>, M2 (х2, уг)*', поэтому М{М2= v(*2 — *i)2 + (*/2 — y\f и,

следовательно, M\M2= M\Mf2. Таким образом, g — движение, которое

переводит репер R в репер R'.

2) Докажем теперь, что g — единственное движение, которое
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переводит репер R в репер /?'. Допустим, что это не так, т. е.

существует другое движение /, такое, что /?' = / (/?). Тогда на

плоскости существует такая точка М, что образ М\ этой точки в движении g
не совпадает с образом М2 той же точки в движении /. Так как

Л hi Л7 и A\La', to AM=A'Miy АМ=А'М2у поэтому А'М{=А'М2,
т. е. точка А' равноудалена от концов отрезка М\М2. Точно так же

можно доказать, что точки В' и С равноудалены от концов отрезка
М\М2. Таким образом, точки Л', В' и С лежат на серединном
перпендикуляре отрезка М\М2, т. е. на одной прямой, что

противоречит определению репера.
Итак, g — единственное движение, которое репер R переводит в

репер /?'. При этом движении точка М (jc, y)R переходит в точку

M'{x,y)R„ ¦
4. Пользуясь этой теоремой, выясним, в какие фигуры

переходят в движении прямая, полуплоскость, отрезок, луч и угол.
1°. Движение переводит прямую в прямую, а параллельные

прямые
— в параллельные прямые.

? Выберем ортонормированный репер R и рассмотрим его

образ R' в данном движении. Тогда R' также

ортонормированный репер (п. 2). Пусть прямая d в репере R определяется уравнением
Ах-\-Ву+С= 0. Образ d' этой прямой (т. е. множество образов
всех точек прямой d) в репере R' определяется тем же уравнением,
поэтому является прямой (теорема 1 § 21).

Рассмотрим теперь параллельные прямые d\ и d2 и их образы
d\ и d2. Если предположить, что прямые d\ и d2 имеют хотя бы

одну общую точку М', то прообраз М этой точки лежит как на

прямой di, так и на прямой d2. Таким образом, прямые d\ и d2
имеют общую точку М\ это противоречит условию. Щ

2°. Движение переводит полуплоскость с границей а в

полуплоскость с границей а', где а' — образ прямой а.

? Пусть а — данная полуплоскость с границей а, а а" — образ
полуплоскости а в движении g. Если прямая а в репере R имеет

уравнение Ах-\-Ву-\-С= 0, то по теореме 2 § 21 полуплоскость а

определяется неравенством
Ах+ Ву+ С>0 (или Ах+ Ву+ С<0). (I)

Множество а7 в репере R', где /?' = g(/?), определяется тем

же неравенством (1). Отсюда следует, что а' — полуплоскость с

границей а', где a, = g(a). Щ
Отношение К, в котором точка С делит отрезок АВ (см. § 12),

называется простым отношением трех точек Л, В, и С и обозначается

так: К= (АВ9 С).
Докажем следующее важное свойство.

3°. Движение сохраняет простое отношение трех точек прямой.
О Пусть в репере R три произвольные точки одной прямой

имеют координаты Л (х\, у\), В (х2, у2\ С (х, у).
Если к=(АВ, С), то по формулам (3) из § 12
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Если R'— образ репера R, то образы А', В', С точек Л, В, С
в репере /?' имеют координаты А' (х\, у\), В' (х2, у2), С (х, #).
Равенства (2) показывают, что точка С'делит отрезок А'В' в

отношении X, т. е. (Л^7, С')= к. Таким образом, (ЛВ, С)= (Л,В/, С). Щ
Точка С лежит между точками А и В тогда и только тогда,

когда (АВ, С)>0, поэтому из свойства 3° следует утверждение.
4°. Движение сохраняет отношение «лежать между».
Если (ЛВ, С)>0, то точка С лежит на отрезке АВ, а если

(АВ, С)<0, то точка С лежит на прямой АВ, но вне отрезка АВ.

Отсюда и из свойства 3° следует утверждение.
5°. Движение переводит отрезок АВ в отрезок А'В', где А' и

В'— образы точек А и В. При этом середина отрезка АВ переходит
в середину отрезка А'В'.

Используя предыдущие свойства, предлагаем читателю

самостоятельно доказать следующее утверждение.
6°. Движение переводит луч в луч, а угол

— в угол.
В заключение рассмотрим следующее важное свойство дбижений.
7°. Движение переводит угол в равный ему угол.
? Пусть ААОВ — данный угол, а /-А'О'В'—его образ,

причем О', А' и В'— образы точек О, Л и В. Если /-АОВ развернутый,
то утверждение теоремы очевидно, поэтому рассмотрим случай,
когда этот угол неразвернутый, т. е. (О, Л, В) — репер. Тогда (О', А', В')
также репер. Треугольники ОАВ и О'А'В' равны по третьему
признаку равенства треугольников (ОА = 0'А', OB = Q'B', AB=A/B/),
поэтому ЛАОВ=/„А'0'В'. Щ

Отсюда и из свойства 1° как следствие получаем утверждение.
8°. Движение переводит взаимно перпендикулярные прямые во

взаимно перпендикулярные прямые.
5. Пусть О — некоторая точка плоскости, h — луч, исходящий

из этой точки, а а — полуплоскость, границе которой
принадлежит луч h. Тройка О, h, а называется флагом и обозначается
так: (О, h, а) (рис. 104). Очевидно, при движении флаг переходит в

флаг.
Теорема 2. Пусть (О, h, а) и (О', h', а') — произвольные

флаги. Тогда существует одно и только одно движение, которое

флаг (О, h, а) переводит в флаг (О', А', а').
? Введем в рассмотрение ортонормированные реперы (О, Е\, Е2)

и (О', Е[, Е'2) такие, что Ex?h, Е2?а, Bf?A', E'^a' (рис. 105).
Рассмотрим движение g, которое репер (О, Bi, Е2) переводит в репер
(О', Е[, Е2). Так как 0' = g (О), E[ =g (В,), то h' = g (А). Но E'2 = g (B2),

I

ос

«**гъ
О ?,

Рис. 104 Рис. 105
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поэтому a' = g(a). Таким образом, движение g переводит флаг

(О, А, а) в флаг (О', A', a').
Пусть / — произвольное движение, которое переводит флаг (0, А, а)

в флаг (0\ Л', а'). Тйк как А'=/(А), то E\=f (Е\). Далее, углы
ЕхОЕъ и Е'хО'Е'ъ прямые, поэтому движение f луч ОЕ2 переводит
в луч 0'Ef2, а следовательно, ?2 = /(?2). Таким образом, движение

f переводит репер (О, Е\, Е2) в репер (О', ?(, ??), поэтому /
совпадает с g. Щ

§ 42. Два вида движений. Аналитическое выражение движения

1, Будем говорить, что реперы /? = (0, Л, В) и /?' = (0', Л', В")
одинаково ориентированы (противоположно ориентированы), если

базисы ОЛ, ОВ и О'А', О'В' одинаково ориентированы
(противоположно ориентированы) (см. § 13). Таким образом, реперы R и R'
одинаково ориентированы, если R\R'>0, и противоположно

ориентированы, если R\R'<0. Здесь R\R' = (6a, ОВ)\((уТ', ОЧУ).
Говорят, что преобразование точек плоскости сохраняет

ориентацию плоскости (меняет ориентацию плоскости), если любой репер
и его образ одинаково ориентированы (противоположно
ориентированы).
Теорема 1. Любое движение либо сохраняет, либо меняет

ориентацию плоскости.

? Пусть g — произвольное движение, Ro — некоторый ортонор-
мированный репер, а /?6 — его образ, который также является

ортонормированным репером (§41, п. 2). Возьмем произвольный
репер R= (0, Л, В) и рассмотрим его образ R' = (0\ Л', В'). По

основной теореме точки О, Л, В в репере Ro имеют те же

координаты, что и соответствующие точки О', Л', В' в репере Rd. Отсюда

следует, что векторы ОА, ОВ в репере Ro имеют те же координаты,

что и соответственно векторы О'А', О'В' в репере /?6, поэтому
R0\R= R0'\R' или R\R0= R/\Ro Используя это равенство и свойство

2° (п. 1, § 13), получаем: /?|> = (#|/?0)(R0\R')= (R'\R'0){R0\R')=
= (R0\R')(R'\R'o)= Ro\R'o.

Отсюда следует утверждение теоремы. Действительно, если

/?о|/?6>0, то R\R'>0, т. е. произвольный репер R и его образ R'
ориентированы одинаково, а если Ro\Ro<0, то R\R'<0, т. е. R и R'

ориентированы противоположно. Щ
Итак, доказано, что возможны два вида движений: движения,

не меняющие ориентацию плоскости, и движения, меняющие

ориентацию плоскости. В первом случае движение называется движением

первого рода, а во втором случае — движением второго рода.
2. Пусть g — данное движение. Возьмем на плоскости ортонор-

мированный репер /?=(0, Ей ?2), обозначим через (*, у) координаты

произвольной точки М плоскости, а через (х\ у') — координаты
ее образа М' в этом репере. Выразим х\ у' через х, у, т. е. найдем
аналитическое выражение движения g в репере R.
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Для решения этой задачи рассмотрим образ R' =(0\ ?{, ?2)
репера R в движении g. Так как движение g дано, то мы

предполагаем, что репер R' задан, т. е. даны координаты точки О' (хо, уо)

в репере R и известен направленный угол а= (ОЕ\, 0'Е[).
По основной теореме точка ЛГ в репере R' имеет координаты

(х, у). Следовательно, наша задача сводится к обычной задаче

преобразования прямоугольной системы координат: точка ЛГ в

старом репере R имеет координаты (х\ у'), а в новом репере R'—
координаты (л:, у). Выразить х\ у' через х и у.

Рассмотрим два случая.
А. Движение g является движением первого рода. Тогда

реперы R и /?' ориентированы одинаково, поэтому искомые формулы
имеют вид (7) § 15:

.

х'=х cos а— у sin а + хо,

у' = х sin а + у cos а + уо.
^

Б. Движение g является движением второго рода. Тогда

реперы R и R' ориентированы противоположно, поэтому искомые

формулы имеют вид (9) § 15:

л;' = х cos а+ У sin а + *о, (с>,

y' = xs'ma—ycosa-\-yo.

Формулы (1) и (2) можно объединить в одной записи:

х' = х cos а — еу sin а + хо, ,^\

у' = х sin a-\-ey cos а+ 1/0,

где 8=1, если g
— движение первого рода, и е= — 1, если g —

движение второго рода.

3. Матрица ( °? ,4 называется ортогональной, если ее

элементы удовлетворяют условиям:

а? + а!=1, Ь\ + Ы=\, аф{ + а2Ь2 = 0. (4)

Докажем, что определитель ортогональной ^матрицы равен ±1.

Для этого введем ортонормированный базис ?, J и в этом базисе

рассмотрим векторы а(а\, а%) и b(bu 62). Условия (4) показывают,

что векторы а и Ь образуют ортонормированный базис, поэтому по

формуле (5) § 14 получаем: sin (а, 6) = 6, где 6 = ,
• ьсли

базис а, 6 правый, то (а, 6)=-^-, поэтому 6=1, а если этот базис

левый, то (а, 6)=—^-, поэтому 6= —1.

Заметим, что в формулах (1) и (2) коэффициенты при х и у

образуют ортогональные матрицы:

cos a —sin

.
sin a cos

а\ / cos а sin а\ ,с\

а/, \sin а —cos а/
^ '
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В п. 2 было доказано, что аналитическое выражение любого

движения плоскости имеет вид (3), где матрица, образованная
из коэффициентов при х и у, является ортогональной. Докажем
обратное утверждение.
Теорема 2. Если аналитическое выражение отображения f в

ортонормированном репере /?=(0, ?, Е2) имеет вид:

х'=а1Х+Ь\у+ х0, у'=а2х+ Ь2у+у0у (6)

где I 1
* Ч— ортогональная матрица, то f — движение.

При этом, если 6 = 1, то f — движение первого рода, а если

6=.—1, то f — движение второго рода. Здесь 8 = И?1?2 •

? Так как 6=^0, то отображение f является преобразованием
(читателю рекомендуется самостоятельно обосновать это

утверждение). Докажем, что f — движение. Пусть М\ (хь у\), М2(х2, у2) —
две произвольные точки, а М\ (х\, у{) и М2 (x2j y2) — их образы.
Используя формулы (6) и равенства (4), найдем: (х2 — х\)2-\-
+(i/2— i/i)2 = (x2—ATi)2+(i/2—f/i)2, или M\M22 =M\Ml. Таким

образом, / сохраняет расстояния, поэтому является движением.

При движении f репер /?=(0, E\, Е2) переходит в репер R'=

=(0', ?{, ?5), где О' (х0, у0), ЕЦах+Хр, а2+у0\ E'2(b\+xo Ь2+у0\

поэтому векторы 0'Е[ и 0'Е2 имеют координаты 0'Е\ (а\, а2),

0'Е'2(Ьи Ъ2). Отсюда следует, что R\R'= \a^bbx | =6. Если 6=1,

то реперы R и R' ориентированы одинаково, поэтому f — движение

первого рода, а если 8= —1, то реперы R и R' имеют

противоположные ориентации, поэтому / — движение второго рода. |
Эта теорема часто используется для доказательства того, что

то или иное отображение является движением. Рассмотрим примеры.

Пример 1. Пусть на ориентированной плоскости а дана

точка О и направленный угол а. Определим отображение g: o-+o

следующим образом: точке М, отличной от точки О, поставим в

соответствие точку М' так, чтобы ОМ= ОМ' и Z.MOM' = a, а точке

О поставим в соответствие эту же точку О. Это отображение
называется поворотом (или вращением) плоскости вокруг точки О на

угол а. Точка О называется центром поворота, а величина а —

углом поворота. Легко заметить, что поворот на угол л либо —л
является центральной симметрией.

Пользуясь предыдущей теоремой, докажем, что поворот
является движением первого рода. Выберем на плоскости

прямоугольную систему координат Oij, приняв за начало координат центр О

поворота, и установим связь между координатами произвольной
точки М (х, у\ отличной от точки О и ее образа М' (х\ у'). По

определению поворота /.(ОМ, ОМ')= а, ОМ= ОМ'. По формулам
(5) из § 14 имеем:

cosa=2^bffilf sina=iqJ-,
р р
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где iM(*,y)
р2= ОМ2=ОМ'2= jk i
=x*+y*=x'2+y'2. 1

Отсюда получаем: О i j

xx' +УУ' = р2 cos a, i

-yx'+jty' = p2sina. 1мМУ>
Рис. 106

Эту систему можно

рассматривать как систему двух
уравнений с двумя неизвестными х\ у'. Решая ее, находим:

x'=#cos a—у sin а, /~ч

у' =х sin a+y cos a.
^ '

Заметим, что эти формулы пригодны и в том случае, когда
точка М совпадает с точкой О.

Мы получили аналитическое выражение поворота вокруг
начала координат. Так как матрица, образованная из

коэффициентов при х и у, ортогональная (см. (5), левая матрица) и

определитель этой матрицы равен +1, то g
— движение первого рода.

При а =я или а= —я формулы (7) принимают вид:

*'=-*, у'=-у. (8)

Эти формулы представляют собой аналитическое выражение

центральной симметрии с центром в начале координат.
Пример 2. На плоскости а возьмем прямую d и каждой

точке М?о поставим в соответствие точку АГ, симметричную
точке М относительно прямой d (рис. 106). Напомним, что каждая

точка прямой d симметрична самой себе относительно этой

прямой. Мы получаем преобразование плоскости а, которое
называется осевой симметрией или отражением от прямой d. Прямая d
называется осью симметрии.

Докажем, что осевая симметрия является движением. Для^этого
выберем на плоскости прямоугольную систему координат Oij так,
как показано на рисунке 106, и запишем аналитическое

выражение осевой симметрии. Пусть М (х, у) — произвольная точка

плоскости, а М' (*', у7) — ее образ. Так как точки М и М' симметричны
относительно оси абсцисс, то

х'=х, у'=—у. (9)

По теореме 2 осевая симметрия является движением второго
рода.

§ 43. Классификация движений плоскости

1. Точку плоскости назовем инвариантной (неподвижной) точкой

преобразования, если она переходит в себя в этом

преобразовании. Прямую назовем инвариантной (неподвижной) прямой
преобразования, если любая ее точка переходит в точку этой же прямой.
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*л

т>Ъ /?\J

12/ В частности, прямая является

инвариантной, если каждая ее

точка инвариантна в данном

преобразовании (такую прямую
будем называть прямой инвариант-

_
ных точек). Если, например, g —

осевая симметрия, то ось этого

преобразования и любая прямая,
перпендикулярная к ней,
являются инвариантными прямыми,
причем ось симметрии

—

прямая
инвариантных точек.

Рис. 107 Л е м м а 1. Если движение g
не имеет ни одной инвариантной

точки, то оно имеет хотя бы одну инвариантную прямую.
? Пусть Л— произвольная точка плоскости, A\=g(A\ А2=

=g(A\). По условию леммы точка А не совпадает с точкой

А\, а точка А\ — с точкой А2. Если точки Л, А\ и А2 лежат на

одной прямой, то эта прямая является инвариантной, поэтому

рассмотрим случай, когда эти точки не лежат на одной прямой
(рис. 107).

Рассмотрим середины 0| и Ог отрезков АА\ и Л Иг и

докажем, что 0\02— инвариантная прямая (рис. 107). Для этого

проведем середилные перпендикуляры U и 12 отрезков ЛЛ1 и А\А2 и

обозначим через С их точку пересечения. Очевидно, 02 =g (Oi),
поэтому h=g{l\) (свойство 8° из § 41). Так как OiC= 02C, то точка С

прямой 1\ переходит либо в ту же точку С прямой 12у либо в точку G,

симметричную точке С относительно точки 02 (см. рис. 107).
Первый случай не может иметь места, так как g не имеет

неподвижных точек, поэтому Ci=g(C). Таким образом, прямая А\С
переходит в параллельную ей прямую Л2С1 (четырехугольник А\СА2С\ —

параллелограмм).
Пусть пг' — образ прямой 0\02. Так как 0\02-LA\C, то т' А.А2С\

или т'А-А\С. Мы видим, что прямая т' проходит через точку 02
и перпендикулярна прямой А\С, поэтому т' совпадает с

прямой 0\02. |
Лемма 2. Если движение g луч h переводит в себя, то g

либо тождественное преобразование, либо отражение от прямой р,
содержащей луч h.

П Обозначим через О начало луча Л, а через К и X' — две

полуплоскости с общей границей, содержащей луч А. Возможны
только два случая.

1) Движение g переводит флаг (О, А, X) в флаг (О, А, А,).
По теореме п. 2 § 41 g

— тождественное преобразование.
2) Движение g переводит флаг (О, А, Хув флаг (О, А, А/). По

теореме 2 § 41 движение g совпадает с осевой симметрией относительно

прямой р. Щ
2. Проведем классификацию движений в зависимости от

наличия неподвижных точек и инвариантных прямых.
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А. Классификация движений первого рода.
1) Движение имеет более чем одну

неподвижную точку. Пусть А и В — две неподвижные точки

движения g. Тогда луч АВ переходит в себя, поэтому по лемме 2 g
либо тождественное преобразование, либо осевая симметрия. Но
осевая симметрия является движением второго рода, поэтому g —

тождественное преобразование.
2) Движение g имеет только одну

неподвижную точку. Выберем ортонормированный репер (О, Е\, ?2) так,
чтобы точка О была неподвижной точкой, и запишем аналитическое

выражение этого движения. В данном случае формулы (1) из § 42
имеют вид:

х' =х cos а —у sin а, у' =х sin а + # cos а. (1)

Так как g не является тождественным преобразованием, то

аФО. Формулы (1) в точности совпадают с формулами (7) § 42,
поэтому g — вращение вокруг точки О на угол а (§ 42, п. 3).
При а = я либо а=—я преобразование g — центральная

симметрия с центром О. Заметим, что если —я<а<я, то g не имеет

инвариантных прямых, а в случае а=я либо а=—я— бесконечное

множество инвариантных прямых; инвариантными будут те и только

те прямые, которые проходят через точку О.

3) Движение g не имеет неподвижных точек.

Согласно лемме 1, существует хотя бы одна инвариантная прямая /.

Пусть О — некоторая точка этой прямой, 0\=g(0\ 02= g(0\).
Точки О, 0\ и Ог лежат на прямой / и попарно различны, так

как g не имеет неподвижных точек (если предположить, что

точки О и Ог совпадают, тогда середина отрезка OOi была бы
неподвижной точкой, что невозможно).

Выберем ортонормированный репер (О, Ей Е2) так, чтобы E\?l.
Пусть в этом репере точка 0\ имеет координаты 0\ (а, 0). Так как

00i = 0i02, то 02 имеет координаты (2а, 0).
Допустим, что аналитическое выражение движения g в репере

(О, Еи Е2) имеет вид (1) § 42. Так как 0=g{0\\ 02=g(Oi), то

хо = а, z/o = 0, cosa=l, sin a= 0, поэтому формулы (1) § 42
принимают вид:

х' = х+ а, у' = у. (2)

Отсюда следует, что g — Параллельный перенос на ненулевой
вектор р (а, 0) (см. § 41, пример 1). Действительно, если М (ху у) —

произвольная точка, а ЛГ (х\ у') — ее образ, то из формул (2)

получаем: ММ'=р. Любая прямая, параллельная вектору р,
является инвариантной прямой параллельного переноса. Других
инвариантных прямых нет.

Б. Классификация движений второго рода. Из формул (2) § 42

получаем следующие уравнения для нахождения координат
неподвижных точек движения второго рода:

(cos a— l)*+ sin ay-\-Xo= 0,
sin ax —(cos a+J)y+ i/o = 0.
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Определитель этой системы при любом а равен нулю, и не

все коэффициенты при х и у равны нулю, поэтому любое движение

второго рода либо имеет прямую инвариантных точек, либо не

имеет ни одной инвариантной точки. Рассмотрим каждый из этих

случаев в отдельности.

1) Движение g имеет прямую инвариантных
точек. Пусть h — какой-нибудь луч этой прямой. Так как h =g (A),
то по лемме 2 g — либо тождественное преобразование, либо осевая

симметрия. Но тождественное преобразование является движением

первого рода, поэтому g — осевая симметрия.
2) Движение g не имеет инвариантных точек.

Этот случай аналогичен случаю параллельного переноса (см. п. А,
случай 3). Выберем ортонормированный репер (О, Е\, ?2) так, чтобы

точки О и Е\ лежали на инвариантной прямой /. Пусть 0\=g(0),
02=g (Oi). Если точка 0\ имеет координаты (а, 0), то точка Оъ
имеет координаты (2а, 0). Предположим, что аналитическое

выражение движения g в репере (О, ?i, ?2) имеет вид (2) § 42. Из

условий Ot-^Oi, Oih-^Ог получаем: хо = а, yo= 0, cosa = l, sin a= 0,
поэтому формулы (2) из § 42 принимают вид:

х' = х+ а, у'=—у. (3)

Докажем, что^ g= s-f, где / — параллельный перенос на

ненулевой вектор р (а, 0), a s — отражение от прямой /. В самом

деле, преобразования s и / в репере (О, Е\, ?г) определяются
формулами:

х' = х, с х= х-\-а,
s:

,
~ f: ~

У=—У\ У= У>

поэтому отображение s«/ определяется формулами (3), т. е.

совпадает с g. В этом случае движение g называется скользящей

симметрией. Ясно, что скользящая симметрия не имеет инвариантных
точек и имеет только одну инвариантную прямую.

Итак, существуют четыре типа движений, которые приведены
в следующей таблице.

Название движения | Инвариантные точки Инвариантные прямые

I. Движения первого рода

1. Поворот на угол a

а) Поворот на угол а#0 и

б) Тождественное
преобразование (а=0)

Центр поворота

Любая точка

плоскости

Нет

Любая прямая плоскости
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Продолжение

Название движения 1

в) Центральная симметрия
(а= ± л)

2. Параллельный перенос на

вектор р
а) Параллельный перенос
на вектор рфб \

б) Тождественное
преобразование (р = 0)

Инвариантные точки 1

Центр симметрии

Нет

Любая точка

плоскости

Инвариантные прямые

Любая прямая,

проходящая через центр симметрии

Любая прямая,

параллельная вектору р

Любая прямая плоскости

II. Движения второго рода

3. Осевая симметрия

4. Скользящая симметрия

Все точки оси

Нет

Ось симметрии и любая

прямая, перпендикулярная

к ней

Одна прямая

§ 44. Группа движений плоскости и ее подгруппы

1. Можно доказать, что произведение двух движений есть

движение. Действительно, пусть g и f — движения. Так как они

являются преобразованиями плоскости, то fg также преобразование
плоскости (§ 40, п. 3). Но каждое из движений g и / сохраняет
расстояния, поэтому и fg сохраняет расстояния, так как при
последовательном выполнении двух движений расстояния сохраняются.
Таким образом, fg — движение.

Любое движение первого рода сохраняет ориентацию плоскости.

Отсюда заключаем, что если g и f — движения первого рода,
то и fg — движение первого рода. С другой стороны, если g и

f — движения второго рода, то каждое из них меняет ориентацию
плоскости, поэтому fg — движение первого рода. Отметим, наконец,
что если / — движение первого рода, a g

— движение второго рода,
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pi p2 то gf — движение второго рода.
5 3"

* •
Эти утверждения дают
возможность, используя таблицу преды-

Рис. 108 дущего параграфа, в ряде
случаев легко определить, к какому

типу относится произведение двух данных движений. Рассмотрим
примеры.

Пример 1. Доказать, что произведение двух центральных
симметрии есть параллельный перенос.

Решение. Пусть g\—отражение от точки 0\ и g2 —

отражение от точки 02. Так как g\ и g2 — движения первого рода,
то g2gi

— движение первого рода. Рассмотрим два возможных

случая.

1) Точки Oi и Ог совпадают. В этом случае, очевидно, g2g\
—

тождественное преобразование, т. е. параллельный перенос на

вектор р = <1.
2) Точки Oi и О2 не совпадают. При движейии g2g\ образы

Oi и 02 точек Oi и 02 лежат на прямой 0\02 и, кроме того,

точка 02 является серединой отрезка 0\0[ (рис. 108). Поэтому
прямая 0\02 является инвариантной прямой преобразования g2g\.
На этой прямой нет ни одной неподвижной точки. В самом деле,

если, например, А— неподвижная точка, то 0\А = 0[А, т. е. А

совпадает с точкой 02, что невозможно, так как 02 не является

неподвижной точкой (см. рис. 108.) Итак, g2g\ —движение первого

рода, которое имеет инвариантную прямую, на которой нет

неподвижных точек. Отсюда следует, что g2g\ — параллельный перенос на

ненулевой вектор (см. таблицу в § 43).

Пример 2. Выяснить тип преобразования, которое является

произведением отражений f\ и f2 от двух прямых р и / соответственно.

Решение. Так как f\ и f2 — движения второго рода, то

f = f2f\ —движение первого рода. Рассмотрим два возможных

случая.

1) Прямые р и / параллельны. Очевидно, любая прямая,

перпендикулярная прямым р и /, является инвариантной прямой
преобразования f. Таким образом, f — параллельный перенос на

вектор р, так как только параллельный перенос имеет параллельные
инвариантные прямые (см. таблицу на с. 127). Так как / не

является тождественным преобразованием, то рфб.
2) Прямые р и / пересекаются в точке О. Точка О является

неподвижной точкой движения f, поэтому f — поворот вокруг точки

О на угол а. Так как f не является тождественным

преобразованием, то а =7^=0. Если р _1_/, то р и / — инвариантные прямые,
поэтому f — центральная симметрия, а если р не перпендикулярны к /,
то / — поворот на угол а, где а=^0 и аф ±я.

Пример 3. Выяснить тип преобразования, которое является

произведением отражения g от точки О и отражения / от прямой р.
Решение. Так как g — движение первого рода, а / — движение

второго рода, то fg — движение второго рода, т. е. либо осевая
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симметрия, либо скользящая сим- /fy
метрия. Предлагаем читателю по

аналогии с предыдущим
самостоятельно доказать, что если Л

Обр, то fg— осевая симметрия, /////////////////////{
а если 0?р, то fg— скользящая

" °

симметрия. у^\ ,

2. Из четырех типов движе- / "п^/Ш/Ш/Ш
ний осевая симметрия играет осо- / Л

бую роль, о чем свидетельствует

следующая теорема. Рис. 109

Теорема 1. Любое
движение g плоскости является либо осевой симметрией, либо
представляет произведение не более трех осевых симметрии.

? Возьмем некоторый флаг (О, ft, X) и рассмотрим его образ
(О', А', А,'). Возможны два случая.

1) Точки О и О' совпадают, т. е. лучи Лий' имеют

общее начало. В этом случае существует прямая р, относительно

которой лучи ft и А' симметричны (если лучи ft и А' совпадают, то

р
—

прямая, содержащая луч ft). Рассмотрим движение /,
определяемое формулой

f=fi§, (1)

где f\ — отражение от прямой р.
Так как f(A)= A, то по лемме 1 (§ 43) движение / является

либо тождественным преобразованием е, либо осевой симметрией.
Из равенства (1) получаем: flf = fl(flg)= (flfl)g = g. Итак,

g= fif. (2)

Итак, движение g
— либо осевая симметрия (если f = e)9 либо

произведение двух осевых симметрии.
2) Точки О и О' не совпадают. Пусть р

— серединный
перпендикуляр отрезка 00'. Рассмотрим движение /, заданное формулой
(1). Движение / переводит ft в некоторый луч fti, причем ft и h\ имеют

общее начало О (рис. 109). По доказанному (см. случай 1)
движение / — либо осевая симметрия, либо произведение двух
осевых симметрии. Поэтому из равенства (2) следует утверждение
теоремы. Щ

3. Обозначим через D множество всех движений плоскости.

Из основной теоремы (теорема 1 § 41) следует, что D —

бесконечное множество. В п. 1 показано, что если g?D, f?D, то fg?D.
Далее, если g?Dy то g~l?D. Таким образом (см. § 40, п. 3),
множество D является группой преобразований. Эта группа
называется группой движений плоскости.

Пусть F — некоторая фигура. Те свойства фигуры F, которые
сохраняются при всех движениях, называются инвариантными
свойствами этой фигуры относительно группы D или, короче,
инвариантами группы D. Так, расстояние, между двумя точками

А и В — инвариантное свойство фигуры [А, В] относительно груп-
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пы D. Это основной инвариант группы движений. Свойства фигуры
быть отрезком, лучом, прямой являются примерами инвариантных
свойств фигур относительно группы D. Далее, простое отношение

трех точек прямой, мера угла, площадь фигуры также являются

инвариантами группы D.

Рассмотрим важнейшие подгруппы группы D и укажем некоторые
инварианты этих подгрупп, которые не являются инвариантами
группы D.

1) Обозначим через D\ множество всех движений первого рода.
Любое движение первого рода сохраняет ориентацию плоскости.

Отсюда заключаем, что если g, /6D1, то fg?D\ и g~l?D\.
Значит, D\ — подгруппа группы D. Она называется группой движений
первого рода. Любое движение первого рода сохраняет ориентацию

плоскости, т. е. переводит любой репер в репер той же ориентации.

Поэтому ориентация репера
—

инвариант группы D.
Замечание. Отметим, что множество D2 движений второго

рода не является группой. В самом деле, если g\ и g2 — движения

второго рода, то g2g\
— движение первого рода (п. 1), поэтому

2) Пусть Di(Afo) — множество всех движений первого рода,
для которых М0 — неподвижная точка. Очевидно, D\ (Mq)czD\.
Если f, g?D{ (Mo), то ясно, что gf?D{ (М0) и g~l?Di (M0). Значит,
D\ (Mo) — подгруппа группы D\. Эта группа состоит из всех вращений
вокруг точки Мо. Она называется группой вращений плоскости вокруг

точки М0. Расстояние от произвольной точки М до центра М0
вращения является инвариантом группы D\ (Mo).

3) Рассмотрим множество Г, состоящее из всех

параллельных переносов. Очевидно, TczD\. JlycTb f и g — параллельные
переносы с векторами переносов р и g. Нетрудно видеть, что

если M'=(gf)(M), то MM'=p-^-q. Таким образом, gf —
параллельный перенос на вектор p + q. Далее, так как преобразование

M' =f(M)— параллельный перенос, то ММ' = р. Но тогда М'М=

= —р, т. е. f~l — параллельный перенос на вектор —р. Таким

образом, если /, g?T, то gf?T и f~l?T. Этим доказано, что Т —

подгруппа группы Di; она называется группой переносов плоскости.

Инвариантом этой группы является, например, направление (см. § 1,
п. 3).

Примеры, рассмотренные выше, являются бесконечными

подгруппами группы D. В следующем параграфе покажем, что существуют
и конечные подгруппы группы D, т. е. подгруппы, которые
являются конечными множествами.

4. Две фигуры F и f называются равными (или
конгруэнтными), если они D-эквивалентны (§ 40, п. 4), т. е. если существует
такое движение g, что F' = g(F); пишут: F= F' (или F^F').
Так как D-эквивалентность фигур является отношением

эквивалентности на множестве всех фигур плоскости, то справедливы

утверждения:

1) F= F для любой фигуры F.
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2) Fl = F2^F2= Fl.
3) (Fi = F2, F2= F3)=>Fl=F3.
Для того чтобы установить равенство двух фигур, не

обязательно доказывать существование движения, которое одну фигуру
переводит в другую. В ряде случаев удается установить равенство
фигур, сравнивая только некоторые их элементы. Например,
пользуясь основной теоремой, нетрудно доказать, что два эллипса

равны тогда и только тогда, когда их полуоси равны. В

частности, две окружности равны тогда и только тогда, когда их

радиусы равны.
Рассмотрим равенство треугольников.
Теорема 2. Для того чтобы А АВС= АА'В'С, необходимо

и достаточно, чтобы выполнялись равенства1:
Z-A=JLA\ AB=/LB', Z-C=/-C\ AB=A'B\ (t~

АС=А'С\ ВС= В'С. w

? Необходимость очевидна, поэтому докажем только

достаточность условия. Пусть выполняются равенства (3), докажем, что

ААВС=аА'В'С.
Рассмотрим два ортонормированных репера (А, Е\, Е2) и

(Л', ?{, Е2\ расположенные так, как показано на рисунке 110.

Если ЛВ= с, АС= Ь, ВАС = а, то вершины треугольника ABC
в репере (Л, Еи Е2) имеют координаты А (0, 0), В (с, 0),
С (ft cos a, b sin а). Из равенств (3) заключаем, что вершины

треугольника А'В'С в репере (А', ?{, Е2) имеют координаты А' (0, 0),
В' (с, 0), с (bcos a, fesina). По основной теореме существует
движение g, которое переводит репер (Л, ?ь Е2) в репер (Л\ ?(, Е2).
Очевидно, точки А, В, С переходят соответственно в точки Л', В', С,
поэтому ААВС= АА'В'С. Щ

В школьных курсах геометрии этот признак нередко
принимается за определение равенства треугольников2. Читателю известно,
что в курсе геометрии доказываются три признака, которые
позволяют установить равенство треугольников ABC и А'В'С по

некоторым из равенств (3).

1 Запись д АВС=А А'В'С означает, что существует движение, при котором
А-*А', В-+В' и С-+С.

2
См., например: П о г о р е л.о в А. В. Геометрия. Учебное пособия для

6—10 классов средней школы. 3-е изд., § 1. М., Просвещение, 1983.
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Имеет место аналогичная теорема для равенства выпуклых
многоугольников: два одноименных выпуклых многоугольника
равны тогда и только тогда, когда между их вершинами можно

установить такое соответствие, что соответствующие углы равны и

соответствующие стороны равны.

§ 45. Группа симметрии геометрической фигуры

1. Пусть DF — множество всех движений плоскости, переводящих

фигуру F в себя. Очевидно, если f?DF, g?Dp, то gf?DF и

g~l?DF. Следовательно, DF — группа, которая является

подгруппой группы D движений плоскости.

Если группа DF содержит элементы, отличные от

единицы группы (тождественного преобразования), то она называется

группой симметрии фигуры F, а ее элементы — симметриями
этой фигуры. Если DF состоит из одного тождественного

преобразования, то говорят, что фигура F не имеет симметрии.
Группа DF может иметь бесконечное множество элементов и

может содержать конечное число элементов. Если, например,
F — окружность с центром О, то группа DF является бесконечным
множеством: оно содержит любое вращение с центром О и любое

отражение от прямой, проходящей через точку О. Но если F —

равнобедренный, но не равносторонний треугольник (АЛВС на

рисунке 111, АВ=АСфВС), то группа DF состоит только из

двух элементов — тождественного преобразования и отражения от

прямой, содержащей высоту треугольника, проведенную к

основанию (прямая АН на

рисунке 111). Отметим, кстати, что

разносторонний треугольник не имеет

симметрии (ДЛ1В1С1 на

рисунке 111).
Прямая d называется осью

симметрии фигуры /\ если f?DF,
где f — отражение от прямой d\
точка Мо называется центром

симметрии фигуры, если

отражение от точки Мо принадлежит
группе DF. Параллелограмм,
отличный от прямоугольника или

ромба, имеет один центр

симметрии
—

центр параллелограмма и

не имеет осей симметрии

(рис. 112, а). Прямоугольник (или
ромб), отличный от квадрата,
имеет один центр и две оси

симметрии (прямые d\ и d2 на

рисунках 112, б и в), но квадрат имеет

четыре оси симметрии (прямые du
Рис. 112 d2, AC, BD на рисунке 112, г).

^S7
*
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шш,
Существуют фигуры, которые

имеют бесконечное множество

центров и осей симметрии. Пусть, j

например, F — полоса между па-
(

раллельными прямыми d\ и d2
(рис. ИЗ), a do — прямая,
параллельная d\ и d2 и отстоящая от

Рис ш
них на равном расстоянии.
Тогда любая точка прямой d0
является центром симметрии фигуры F, а любая прямая,
перпендикулярная do, а также прямая do — осью симметрии этой фигуры.

2. Фигура называется ограниченной, если существует такое число

т, что расстояние между любыми двумя точками фигуры меньше

т. Если F — ограниченная фигура, то всегда найдется такой круг,
что все точки фигуры F принадлежат этому кругу. Примерами
ограниченных фигур являются многоугольник, окружность, эллипс.
Такие фигуры, как прямая, гипербола, парабола, являются

примерами неограниченных фигур.
Рассмотрим некоторые свойства группы DF, если F —

ограниченная фигура.
1°. Группа DF ограниченной фигуры не содержит параллельных

переносов на ненулевые векторы и скользящих симметрии.
П Пусть, напротив, g?DF, где g — параллельный перенос на век-

- -
>

-

тор рфО. Тогда, если M0?F, то Afig/7, где МоМ\=р. Аналогично
можно доказать, что точки М2, М3, ..., Mk, определяемые

равенствами М\М2=М2Мз=Мк-\Мк=р, принадлежат фигуре F. Итак, для
*¦

-

любого k точки М0 и Mk принадлежат фигуре. Но M0Mk = kpy
что невозможно, так как F — ограниченная фигура.

Теперь докажем, что DF не содержит скользящих симметрии.
Пусть, например, f?DF, где / — скользящая симметрия. Тогда

ff?DF, что невозможно, так как ff— параллельный перенос
на ненулевой вектор. |

2°. Ограниченная фигура имеет не более чем один центр
симметрии.

Предположим противное, т. е. что ограниченная фигура D имеет

более чем один центр симметрии. Рассмотрим отражения f{ и f2
от двух из этих центров. Так как fu fc€DF, то f2f\?DF. Но это

противоречит свойству 1°, так как f2f\ — параллельный перенос на

ненулевой вектор (пример 1 из § 44). Щ

3°. Если ограниченная фигура имеет центр симметрии М0, то

все оси симметрии фигуры, если они существуют, проходят через
точку Мо.

П Предположим противное, т. е. что какая-то ось симметрии
d фигуры F не проходит через точку М0. Рассмотрим отражение
g от точки Мо и отражение f от прямой d. Так как g?DF, f?DF,
то fg?DF. Но это невозможно, так как fg — скользящая симметрия

(пример 3 из § 44). Щ
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Предлагаем читателю, пользуясь примером 2 § 44, по

аналогии с предыдущим самостоятельно доказать следующее
утверждение.

4°. Если ограниченная фигура имеет более чем одну ось

симметрии, то все эти оси пересекаются в одной точке.

3. Точка Мо называется центром вращения порядка п (п —

натуральное число, п>\) фигуры F, если поворот плоскости вокруг

точки Мо на угол ао=— принадлежит группе DF. Если фигура

имеет центр симметрии Мо, то говорят также, что Мо — центр

вращения второго порядка фигуры F.

Пусть F — правильный /г-угольник, Мо
— его центр, a vq

— пово-

рот плоскости вокруг точки Мо на угол ао=—. Рассмотрим
множество Wn={v, v2, ..., vn~~\ vn= e\ где v2 = vv, v3 = vvv и т. д.

Это множество состоит из вращений и, v2, ..., vn~l. Нетрудно
видеть, что произведение любых двух движений из этого

множества есть движение из этого же множества. Далее, так как

vk.vn~k=e, то из g?Wn следует: g~~l?Wn.
Таким образом, Wn — группа (подгруппа группы DF). Она

называется группой вращений правильного п-угольника. Эта группа
состоит из степеней одного из своих элементов (элемента v). В алгебре
такие группы называются циклическими, а элемент v — образующим
элементом. Итак, с каждым правильным я-угольником связана

циклическая группа Wn, образующим элементом которой служит
о

поворот вокруг центра Мо этого n-угольника на угол —. Например,

циклическая группа №з=ф, v2, v3 = e] правильного треугольника
состоит из трех элементов. Здесь v — поворот вокруг центра Мо

треугольника на угол 120°. Циклическая группа W4= {v, t>2, v3, v4 = e}
квадрата состоит из четырех элементов; здесь v — поворот вокруг
центра квадрата на угол 90°.

4. Центр симметрии, ось симметрии, центр вращения
порядка п фигуры F называются элементами симметрии этой фигуры.
Рассмотрим элементы симметрии некоторых фигур.

1) Правильный треугольник ABC с центром О

(рис. 114). Фигура имеет три оси симметрии ОЛ, ОВ и ОС и

центр вращения О третьего порядка.
2) Квадрат ABCD с центром О (рис. 112, г). Фигура

Рис. 114 Рис. 115
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имеет центр симметрии О, который является также центром
вращения четвертого порядка, и четыре оси симметрии: d\, d2, AC
и BD.

3) Эллипс с центром О и полуосями а и Ь.
Если а>Ь, то эллипс имеет один центр симметрии О и две оси

симметрии d\ и d2, содержащие полуоси эллипса (рис. 115, а).
Если а= 6, т. е. эллипс является окружностью, то фигура имеет

центр симметрии О и бесконечное множество осей симметрии
любая прямая, проходящая через точку О, является осью симметрш
(рис. 115, б). Точка О является также центром вращения я-гс

порядка, где п — любое натуральное число, большее единицы.
Элементы симметрии фигуры часто используются при решении

различных задач, связанных с фигурой,— задач на построение,
вычисление или доказательство.

§ 46. Преобразование подобия

1. Преобразование плоскости называется преобразованием подобия
или просто подобием, если существует такое число k>0, что для

любых двух точек Л и В и их образов Л7 и В7 выполняется

равенство A/B/ = kAB. Число k называется коэффициентом подобия.
При 6=1 преобразование подобия сохраняет расстояния, т. е.

является движением. Следовательно, движение — частный случай
преобразования подобия. Рассмотрим пример преобразования
подобия, отличного от движения.

Зададим точку Мо и вещественное число шфО. Каждой точке

М плоскости поставим в соответствие точку М' так, чтобы

A^'=mAUM. (1)
Такое отображение является преобразованием плоскости и

называется гомотетией. Точка М0 называется центром гомотетии,
а число m — коэффициентом гомотетии. Докажем, что гомотетия —

преобразование подобия. Действительно, пусть М\, Мъ —

произвольные точки плоскости, а М[ и М?— их образы. Из равенства (1)
>• >• >• >-

получаем: М0М\ = тМоМи МоМ'2=тМ0М2, поэтому

Л^?= тЛМ42. (2)

Отсюда получаем: (МШг! = \т\ • IM1M2I или М\М'2= \m\M\M2.
Таким образом, гомотетия с коэффициентом т является

преобразованием подобия с коэффициентом подобия k=\m\.
>¦ >-

При т=\ из равенства (1) получаем: МоМ'= М0М. Отсюда
следует, что любая точка М плоскости совпадает с ее образом,
т. е. гомотетия с коэффициентом т=\ является тождественным

преобразованием. При т= — 1 из равенства (1) получаем, что

гомотетия — центральная симметрия. В остальных случаях (т. е. когда

\т\ Ф 1) гомотетия — преобразование подобия, отличное от

движения, т. е. преобразование плоскости, не сохраняющее расстояния

между точками.
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Выберем ортонормированный репер (О, Е\, Е2) так, чтобы

точка О совпала с центром гомотетии. Если М (х, у)
—произвольная точка плоскости, а точка М' (х\ у') — ее образ, то из формулы
(1) получаем аналитическое выражение гомотетии:

х' = тх, у' = ту. (3)

2. Рассмотрим простейшие свойства гомотетии.

1°. Гомотетия с коэффициентом гпф\ переводит прямую, не

проходящую через центр гомотетии, в параллельную ей прямую,
а прямую, проходящую через центр гомотетии, — в себя.

? Пусть Ах+ Ву-\-С= 0 — уравнение данной прямой /.
Подставив сюда значения х, у из (3), получаем уравнение образа Г этой
прямой: Ах' -\-Ву' + Cm= 0. Этим уравнением определяется прямая.
Если С=?0, то Г\\1, а если С= 0, то /' и / совпадают. Щ

2°. Гомотетия сохраняет простое отношение трех точек.

П Пусть Л, В и С — три точки прямой, а Л', В' и С — их

образы, |л = (ЛВ, С) и \l'=(A'B\ С). По определению простого

отношения трех точек имеем: АС= \хСВ, A'C' = \i'C'B'. По формуле

(2) получаем: А'С = пгАС, С'В' = тСВ, где т — коэффициент

гомотетии. Следовательно, тАС=\х'(тСВ) или AC= \i'CB. Таким

образом, |i/ = |i, т. е. (ЛВ, С)=(А'В', С). ¦
Из этих свойств следует, что гомотетия переводит отрезок в

отрезок, луч в луч и полуплоскость в полуплоскость.
3°. Гомотетия переводит угол в равный ему угол.
? Пусть ВАС — данный угол, а В', Л', С — образы точек

В, Л и С. По формуле (2) получаем:

А?В' = тАВ, А?С' = тАС. (4)

Отсюда следует, что АВ'А'С'= ABAC. Щ
4°. Гомотетия сохраняет ориентацию плоскости.

? Пусть (Л, В, С) — произвольный репер, а (Л7, В', С') — его

образ. Используя формулы (4), получаем: (АВ, АС) \ (А'В', А'С' =
= т2>0. Итак, в гомотетии любой репер и его образ

ориентированы одинаково, т. е. гомотетия сохраняет ориентацию плоскости. Щ
3. Нетрудно доказать, что если f 1 и f2 — преобразования

подобия с коэффициентами k\ и k2, то /2/1 — преобразование
подобия с коэффициентом k2k\. Действительно, f2f\ является

преобразованием плоскости (см. § 40, п. 3). Докажем, что для любых

двух точек Л и В и их образов A' = (f2f\) (Л), B' = (f2f{) (В)
выполняется равенство А'В' =k2kxAB. Если A\=f\(A), Bi=/i(B), то

Л' = /2(Л1), B' = f2(B\). По определению подобия Л1В1 = &1ЛВ,
A'B' = k2A\Bu поэтому Л,В, =^1ЛВ.

Теорема 1. Пусть f — преобразование подобия с

коэффициентом k, a h — гомотетия с тем же коэффициентом k и с

центром в произвольной точке Мо. Тогда существует одно и

только одно движение g такое, что
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f=gfl. (5)
? Рассмотрим преобразование

g=fh-\ (6)

Оно является преобразованием подобия с коэффициентом

k(—j = l, т. е. движением. Из равенства (6) получаем: gfi = (fh~l)h,
или gh= f (h~lh)= f. Таким образом, существует движение g,
удовлетворяющее условию (5).

Пусть теперь g\ — произвольное движение, удовлетворяющее
равенству f = g{h. Отсюда получаем: fh"l=g\. Учитывая равенство
(6), мы приходим к выводу, что g\=g. Н

4. Гомотетия обладает всеми свойствами 1° — 8° движений,
сформулированными в § 41 (см. п. 2). Доказанная теорема позволяет

заключить, что и преобразование подобия обладает теми же

свойствами. Следовательно, имеет место утверждение:
преобразование подобия прямую переводит в прямую, параллельные прямые

—

в параллельные прямые, сохраняет простое отношение трех точек,

полуплоскость переводит в полуплоскость, отрезок
— в отрезок,

луч — в луч. Преобразование подобия угол переводит в равный
ему угол, а перпендикулярные прямые

— в перпендикулярные
прямые.

Итак, доказано, что любое преобразование подобия f можно

представить в виде (5): f = gh, где g
— движение, а Л — гомотетия.

Так как h сохраняет ориентацию плоскости, т. е. любой

репер переводит в репер той же ориентации, то если g сохраняет
ориентацию плоскости, то, очевидно, и / сохраняет ориентацию
плоскости, а если g меняет ориентацию плоскости, то и / меняет

ориентацию плоскости. Таким образом, любое преобразование
подобия либо сохраняет ориентацию плоскости, либо меняет ее

ориентацию. В первом случае оно называется преобразованием
подобия первого рода, а во втором случае

— преобразованием
подобия второго рода.

5. Пусть / — преобразование подобия с_ коэффициентом k.
Выберем прямоугольную систему координат ОЦ и найдем
аналитическое выражение преобразования / в системе ОЦ. Для этого

рассмотрим гомотетию h с центром О и коэффициентом k и

воспользуемся теоремой 1. Пусть g -^движение, удовлетворяющее
равенству (5). Запишем в системе ОЦ аналитические выражения
преобразований h и g (см. формулы (3) § 46 и формулы (3) § 42):

x= kx, x'=x cos a-\-ey cos a+Jto,
'

y = ky; &' у'=х sin а + гу cos a+y0.

Таким образом, если М (х, у) — произвольная точка плоскости, а

М' (х\ у') — ее образ в преобразовании f= gh% то

x' = kx cos a — sky sin a+Jto, rj\
y' = kx sin a + s ky cos a + r/o,
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где 8=1, если f — преобразование подобия первого рода, и

8= — 1, если f — преобразование подобия второго рода. Используя
формулы (7), докажем теорему.

Теорема 2. Любое преобразование подобия, отличное от

движения, имеет одну и только одну неподвижную точку.
О Пусть равенства (7) — аналитическое выражение данного

преобразования подобия. Точка М (х, у) является неподвижной
точкой этого преобразования тогда и только тогда, когда

(k cos a — \)х— s k sin ау+ л;о = 0,

k sin <xx+ (ek cos a— l)y+ y0= 0.

Рассмотрим определитель б этой системы. Если 8=1, то

b=(k— cos a)2 + l —cos2 а, а если е= — 1, то 6=1 —Л2. Таким

образом, при кф 1 для любого ос имеем: 6#0. Отсюда следует
утверждение теоремы. Щ

Следствие. Любое преобразование подобия, имеющее более
чем одну неподвижную точку или не имеющее неподвижных

точек, является движением.

6. Используя доказанную теорему и ее следствие, можно провести
классификацию преобразований подобия в зависимости от наличия неподвижных точек и

инвариантных прямых.
A. Классификация преобразований подобия первого рода. Пусть f —

преобразование подобия первого рода. Если f имеет более чем одну неподвижную точку

или не имеет неподвижных точек, то по следствию предыдущей теоремы оно является

движением, поэтому / — параллельный перенос (см. таблицу из § 43).
Остается рассмотреть случай, когда преобразование / с коэффициентом k имеет

только одну неподвижную точку, которую обозначим через О. Пусть h — гомотетия

с коэффициентом k и центром О. По теореме 1 существует такое движение g, что

f = gh. Так как fun — подобия первого рода, то g
— движение первого рода, причем

0=g(0). Таким образом, g — поворот вокруг точки О. Возможны три случая
(см. таблицу из § 43).

1) ё — тождественное преобразование. В этом случае / = /г, т. е. / — гомотетия с

положительным коэффициентом &, кф\.
2) g — центральная симметрия. Ясно, что в этом случае f=gh — гомотетия с

отрицательным коэффициентом m= — &.

3) g — вращение на угол а; афО и а#±я. В этом случае f является

произведением гомотетии h на вращение g. Оно называется центрально-подобным
вращением (рис. 116).

Таким образом, преобразование подобия, имеющее только одну неподвижную

точку, является либо гомотетией с коэффициентом пгф\, либо центрально-подобным
вращением.

B. Классификация преобразований подобия второго рода. Пусть / —

преобразование подобия второго рода. Если / имеет более чем одну неподвижную

точку или не имеет неподвижных точек, то по аналогии со случаем А мы приходим к

выводу, что преобразование / является либо осевой симметрией, либо скользящей

симметрией.

Рассмотрим случай, когда преобразование подобия / с коэффициентом k имеет

только одну неподвижную точку О. Ясно, что кф 1, так как в противном случае

/ — движение второго рода, но оно не может иметь только одну неподвижную точку.

Пусть h — гомотетия с коэффициентом к и центром О. По теореме 1 f=gh, где

g — движение второго рода. Точка О — неподвижная точка движения g, поэтому

g
— осевая симметрия (см. таблицу на с. 127). В этом случае f называется

центрально-подобной симметрией (рис. 117).
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Рис. 116 Рис. 117

Итак, существует шесть типов преобразования подобия, которые приведены
в следующей таблице:

Преобразования подобия

первого рода

1. Гомотетия

2. Центрально-подобное вращение
3. Параллельный перенос

Преобразования подобия

второго рода

4. Осевая симметрия
5. Центрально-подобная симметрии
6. Скользящая симметрия

§ 47. Группа подобия и ее подгруппы. Подобие фигур

1. Обозначим через Р множество всех преобразований подобия.
В п. 3 § 46 доказано, что если g?P и f?P, то fg?P. Далее,
если g?P, то g~l?P. Таким образом (см. § 40, п. 3), множество

Р является группой преобразований. Она называется группой
преобразований подобия плоскости или, короче, группой подобий.
Любое преобразование подобия переводит угол в равный ему угол и,
следовательно, сохраняет меру угла. Мера угла

— основной

инвариант группы преобразований подобия.
Так как любое движение является преобразованием подобия,

то группа движений является подгруппой группы подобия.

Рассмотрим примеры других подгрупп. Можно заметить, что множество

Р\ всех подобий первого рода плоскости является группой, поэтому
Pi — подгруппа группы Р. Мера направленного угла — инвариант
этой группы.

Обозначим через Р (М0) множество всех гомотетий с центром
в точке М0. Если точку М0 принять за начало

прямоугольной системы координат, то аналитическое выражение любой
гомотетии h?P(M0) имеет вид (3) § 46. Пользуясь этими формулами,
предлагаем читателю самостоятельно доказать, что если
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fti, h2eP(M0), то h2hx?P{MQ\ и если Л?Р(М0), то Л-^РДОо).
Таким образом, Р (Afo) является подгруппой группы Р.

2. Рассмотрим еще один пример подгруппы группы Р. Пусть
Н — множество всех параллельных переносов и гомотетий.

Нетрудно доказать, что это множество образует группу. В самом

деле, если /i6# й f2?H, то fx и f2 являются

преобразованиями подобия первого рода (см. таблицу на с. 139), поэтому
/2/1 — преобразование подобия первого рода. Отметим, что f2fx не

является центрально-подобным вращением. Действительно, при
центрально-подобном вращении любая прямая а переходит в прямую
а', пересекающую прямую а, в то время как преобразование
f2fi любую прямую а переводит в прямую а', параллельную

прямой а или совпадающую с ней. Отсюда и заключаем, что

f2f\ является либо гомотетией, либо параллельным переносом, т. е.

f2fx?H. Далее очевидно, что если /6#, то f~l?H. Этим доказано,
что множество Н является группой. Ее элементы называются

дилатациями. Инвариантом этой группы является направление

(в широком смысле слова) прямой на плоскости.

3. Фигуры F и F' называются подобными, если они Р-экви-

валентны, т. е. если существует такое подобие, которое фигуру
F переводит в фигуру F', пишут: F~F'. Таким образом,
отношение подобия ~ является отношением эквивалентности на

множестве всех фигур плоскости. Если две фигуры подобны, то

говорят, что эти фигуры имеют одну и ту же форму.
Примером подобных фигур являются любые два отрезка или любые

две окружности.
Из определения подобия следует, что два многоугольника F и

F' подобны, если существует такое преобразование подобия
/, что F' = f(F). Рассмотрим более подробно вопрос о подобии

треугольников. Для *гого чтобы установить подобие двух
треугольников, не обязательно доказывать существование преобразования
подобия, которое один треугольник переводит во второй. Докажем
теорему.

Теорема 1. Для того чтобы А АВС~ АА'В'С, необходимо
и достаточно, чтобы выполнялись равенства:

АА=^А', Z.B=/_B\ ZC=^C, —=-^-=-^i-. (I)'

А'В' В'С С'А' К }

? Необходимость очевидна, поэтому докажем только

достаточность условия. Пусть выполняются равенства (1), докажем, что

ААВС~ АА'В'С'. Рассмотрим гомотетию h с центром в некоторой
точке О и с коэффициентом k=^^-. Пусть AA\BxC\=h (дЛВС).
Так как AxBx = kAB, то

к

А,В, =А\ВХ. Используя равенства (1),
аналогично получаем: B'C' = B\Ci и С'А' = С\А\. Далее, АА\ =

=h(Z-A\ поэтому AA\ = /LA. Но AA'=Z.Ay поэтому АА'=/-Аь
Аналогично /LB'=Z.BX и /LC'= Z.CX.

По теореме 2 § 44 ААХВХСХ = АА'В'С' mmA4i?iCi~
~ АА'В'С'. Итак,ААВС~ AAiBiCu AAXBXCX~ АА'В'С',
поэтому ААВС~ АА'В'С. ¦
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В школьных курсах геометрии этот признак нередко
принимается за определение подобия треугольников. Там доказываются

три признака подобия, которые позволяют установить подобие

треугольников ABC и А'В'С по некоторым из равенств (1).
Имеет место аналогичный признак подобия выпуклых

многоугольников: два одноименных выпуклых многоугольника F и F' подобны
тогда и только тогда, когда между их вершинами можно

установить такое соответствие, что соответственные углы
многоугольников равны и их соответственные стороны
пропорциональны.

3. Рассмотрим подобие линий второго порядка. Пользуясь
определением эллипса, гиперболы и параболы, можно доказать,

что в преобразовании подобия эллипс переходит в эллипс,

гипербола — в гиперболу, а парабола — в параболу. Предлагаем
читателю самостоятельно доказать эти утверждения. При этом

читатель обнаружит, что если у
— эллипс (гипербола), а у' — его

образ, то у и у' имеют равные эксцентриситеты. Докажем
обратные утверждения.
Теорема 2. Два эллипса, эксцентриситеты которых равны,

подобны.
П Пусть в ортонормированных реперах (О, Е\, ?г) и (О', Е[, ЕЬ)

данные эллипсы у и у\ эксцентриситеты которых равны, имеют
2 2 /2/2

соответственно канонические уравнения: ?—-\-У—=1 и ^—+^--=1.JK
а2 Ь2 а'2 Ь'2

Докажем, что y~y'-
Рассмотрим движение /ь которое репер (О, Ей ?2) переводит

в репер (О', ?{, ??). При этом движении эллипс у переходит
в некоторый эллипс уь который в репере (О', ?{, ??) имеет уравне-

2 2

ние ^-+-^-=1 (см. § 41, теорема 1).
Эллипсы у и у' имеют равные эксцентриситеты е. По формуле

(5) из § 27 A=-Vl_82, А1=Л/1-82, поэтому 4-=-Т-

Гомотетия /2 с центром О' и коэффициентом — в репере

(О', ?{, ??) задается формулами: х'=— х, у'=—у или

х=—х\ у=—у'. Образом эллипса у\ при этой гомотетии
а' Ь'

х'2 и'2
является линия —+tts=1, т. е. эллипс у'. Так как f\ и f2 являются

преобразованиями подобия, то /2/1 — подобие. Итак, подобие /г/i
переводит эллипс у в эллипс у', поэтому y~ у'. И

Применяя аналогичные предыдущим рассуждения, можно

убедиться в справедливости следующей теоремы.

Теорема 3. Две гиперболы, эксцентриситеты которых равны,
подобны.

Так как эксцентриситет любой равносторонней гиперболы равен

д/2 (§ 28, п. 7), то любые две равносторонние гиперболы подобны.
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Теорема 4. Любые две параболы подобны.
? Пусть в ортонормированных реперах (О, Е\, ?2) и (О', ?{, ?г)

данные параболы у и у' имеют соответственно уравнения:
у2 = 2рх и у'2 — 2р'х'. Докажем, что y~y'-

Рассмотрим движение /i, которое репер (О, ?ь ?2) переводит
в репер (О', Е[, ?г). При этом движении парабола у переходит
в некоторую параболу у\, которая в репере (О7, ?{, ?5) имеет

уравнение у2 = 2рх.
Гомотетия /2 с центром О' и коэффициентом — в репере

(О', Ей Щ задается формулами *'=—-*, у'=— У- Образом парабо-
г И

лы Yi в этой гомотетии является линия у'2 = 2р'х', т. е. парабола
у'. Итак, подобие /г/i переводит параболу y b параболу у',
поэтому y~y'- H

§ 48. Аффинные преобразования

1. Преобразование плоскости называется аффинным, если оно

любые три точки Mi, Мг и Мз, лежащие на одной прямой,
переводит в три точки М{, М2 и Мз, лежащие на одной прямой,
и сохраняет их простое отношение, т. е. (MiM2,M3)=(MiM2,M3)*.
Так как преобразование подобия прямую переводит в прямую и

сохраняет простое отношение трех точек (§ 46, п. 4), то любое
преобразование подобия является аффинным преобразованием. Поэтому
любое движение, в частности тождественное преобразование,
является аффинным преобразованием. Ниже мы увидим, что

существуют аффинные преобразования, отличные от преобразований
подобия.

2. Для дальнейшего изложения необходимо доказать

следующую лемму.
Лемма. Если аффинные преобразования f\ и f2 переводят

две тонки А и В соответственно в точки А' и В', то f\ (М)=^(М),
где М — любая точка прямой АВ.

? Пусть М — произвольная точка прямой АВ, отличная от

точек А и В, a M'=fi (M), М" =J2{M). Докажем, что точки М' и

М" совпадают.
Так как f\ и f2 — аффинные преобразования, то {АВ, М)=

=(Л'Д', М') и {АВ, М)=(А'В'9 М"), поэтому (А'В', М')=(А'В\ М").
Отсюда следует, что точки М' и М" совпадают, т. е. f\ (M)=
= f2{M). ¦
Теорема!. Пусть R={A,B, C)uR'={A', В', С) — произвола

* В этом определении равенство {М\М2, Мз)—{М\М'2, Мз) является избыточным.

При изучении аффинных преобразований можно исходить из следующего

определения: преобразование плоскости называется аффинным, если оно любые три

точки М\, Мъ, Мз, лежащие на одной прямой, переводит в три точки М\, МЬ, М'з,
лежащие на одной прямой, и доказать, что {М\М2, Мз)= (М'\М'2, М'з). Однако
доказательство этого равенства сложное и выходит за рамки настоящего курса (см.,
например: Делоне Б. Н. и Райков Д. А. Аналитическая геометрия. М.—Л.,

Гостехиздат, 1948, т. I, § 28).
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ные реперы плоскости. Тогда существует одно и только одно

аффинное преобразование, которое переводит репер R в репер
R'. При этом любая точка ЬЛ с данными координатами в

репере R переходит в точку ЬЛ' с теми же координатами в

репере R'.
П 1) Докажем сначала, что существует аффинное

преобразование, которое переводит репер R в репер R'. Построим
преобразование f плоскости следующим образом. Произвольной точке М с

координатами (х, у) в репере R поставим в соответствие точку ЬЛ' с

теми же координатами в репере R'. Ясно, что отображение f
является взаимно однозначным отображением плоскости на себя, т. е.

преобразованием, которое репер R переводит в репер R' (см.
доказательство теоремы 1 § 41).

Докажем, что f — аффинное преобразование. Пусть Ми ЬЛъ и

ЬЛ — три произвольные точки одной прямой, которые в репере R
имеют координаты М\(х\, у\\ М2 (*2, #2), M (х, у). Их образы в

репере R' имеют те же координаты ЬЛ[ (Хи У\), Щ(х2, У2), М' (х, у).
Если A,=(AfiM2, ЬЛ), то по формулам (3) § 12 находим:

Х\+Хх2 yi+ty2

Эти равенства показывают, что точка ЬЛ' делит отрезок M\M'<i
в отношении К т. е. (М'хМЬ ЬЛ') = Х. Таким образом, точки М[, ЬЛ'ъ
и ЬЛ' лежат на одной прямой и (MiM2, М)=(ЬЛ'и ЬЛ'г, ЬЛ').

2) Докажем теперь, что если f\ — какое-то аффинное
преобразование, которое переводит репер R в репер /?', то f\ совпадает с f.

Пусть М — произвольная точка плоскости. Через эту точку
проведем прямую так, чтобы она пересекала какие-нибудь две из

прямых АВУ ВС и АС в различных точках N и Р (рис. 118). По

предыдущей лемме f(N)=f\ (N), f (P)=fx (Р). Отсюда, используя ту
же лемму, получаем: f (M)=f\ (ЬЛ). Таким образом, отображения f
и /i совпадают, т. е. / — единственное аффинное преобразование,
которое переводит репер R в репер R'. При этом аффинном
преобразовании точка ЬЛ (х, у\ переходит в точку ЛГ (х, y)R,. Щ

Следствие. Если три точки А, В и С, не лежащие на одной

прямой, являются неподвижными точками аффинного
преобразования f, то f — тождественное преобразование.

П Пусть е — тождественное преобразование, которое,
очевидно, является аффинным преобразованием. Преобразования f и е

Рис. 118
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переводят точки Л, В и С соответственно в те же точки, поэтому по

доказанной теореме f и е совпадают. Ц
3. Докажем, что любое аффинное преобразование f репер

переводит в репер. Пусть /? = (Л, В, С) — произвольный репер, a Л7 =f (Л),
B' = f(B\ C'=f(C). Возьмем точку М, не лежащую на прямой АВ,
так, чтобы точка M' = f (M) не лежала на прямой А'В'. Так как f —

преобразование, то такая точка всегда существует. Пусть точка С

в репере (Л, В, М) имеет координаты (х0, уо). По теореме 1 точка С7

в репере (Л7, В7, М') имеет те же координаты (хо, уо). Но уофО (точка
С не лежит на прямой АВ\ поэтому С7 не лежит на прямой А'В\
т. е. (Л', В', С7) —репер.

Пользуясь теоремой 1 и доказанным свойством точно так же,

как и в случае движения (см. § 41, п. 4, свойства 1°, 2°, 4°, 5°),
можно доказать, что аффинное преобразование прямую переводит
в прямую, параллельные прямые

— в параллельные прямые,
полуплоскость переводит в полуплоскость, луч

— в луч, отрезок
—

в отрезок, угол
— в угол.

Предлагаем самостоятельно по аналогии с доказательством

теоремы 1 § 42 доказать следующую теорему.

Теорема 2. Любое аффинное преобразование либо сохраняет,
либо меняет ориентацию плоскости.

Аффинное преобразование называется преобразованием первого

рода, если оно не меняет ориентацию плоскости, и преобразованием
второго рода, если оно меняет ориентацию плоскости.

4. Возьмем на плоскости аффинную систему координат Ое\в2
и найдем аналитическое выражение данного аффинного
преобразования f, т. е. выразим координаты точки М' (х7, у') через координаты
ее прообраза М (х, у). Для решения задачи рассмотрим аффинный

репер R= (О, Еи Е2), где ОЕ\=е\, ОЕ2= е2у и его образ R' =
=(Q', E'u ?2). Так как / — данное аффинное преобразование, то

предполагаем, что репер R' задан, т. е. даны координаты точки
—>- —>-

О7 (хо, уо) и координаты векторов 0'Е\(с\\, с2\) и 07?2(ci2, ?22) в

репере R.
Точка М' в репере R имеет координаты (х\ у7), а по теореме 1

та же точка в репере R' имеет координаты (х, у). Таким образом,
наша задача сводится к обычной задаче преобразования аффинной
системы координат: точка М' в старом репере имеет координаты
(х7, у7), а в новом репере /?7 — координаты (х, у). Выразить х7, у7
через х, у. По формулам (3) § 15 получаем:

Х7=СцХ+ С12У+ Хо, у' = С2\Х+ С22У + У0. (1)

Если / — аффинное преобразование первого рода, то реперы

R и /?7 имеют одну и ту же ориентацию, поэтому 6= |
п Сх2

| >0,
а если / — аффинное преобразование второго рода, то 8<0. Таким

образом, аналитическое выражение любого аффинного
преобразования имеет вид (1). Имеет место обратная теорема.
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Теорема 3. Если отображение f в аффинном репере R =

=(0, Е\у ?2) задано аналитически формулами (1), где 6=^0, то

f — аффинное преобразование. При этом, если б > 0 (б < 0), то

f — аффинное преобразование первого (второго) рода.
? Найдем образы точек О, ?i, Е2 в преобразовании /: О' (хо, уо),

Е\(с\\-\-хо, C2i+t/o), ?2(^12+ ^0, ^22 + i/o). Эти точки образуют репер

R' = {0', ?{, ??), так как векторы 0'Е\ и 0'?г не коллинеарны (6=^0).
По теореме 1 существует аффинное преобразование fi, которое
репер R переводит в репер R'. Если запишем аналитическое

выражение этого аффинного преобразования, то, учитывая, что О' (хо, Уо),

0'?f(cii, C21), 07?2(ci2, C22), получим формулы (1), поэтому f\ и f
совпадают, т. е. f — аффинное преобразование.

Если б > 0 (б < 0), то реперы /? и R' имеют одну и ту же ориентацию
(противоположные ориентации), поэтому f — аффинное
преобразование первого рода (второго рода). ЩЦ

§ 49*. Перспективно-аффинное преобразование
1. Нетождественное аффинное преобразование называется

перспективно-аффинным или родственным преобразованием (родством),
если оно имеет по крайней мере две неподвижные точки.

Найдем аналитическое выражение перспективно-аффинного
преобразования. Репер (О, ?j, ?2) выберем так, чтобы точки О и Е\
были неподвижными точками данного перспективно-аффинного
преобразования f. Пусть образ ?? точки ?г в репере (О, ?i, ?2) имеет

координаты (?,, k). Так как О(0, 0)н4о(0, 0), ?i(l, 0)h^?i(1, 0),

?2(0, 1)к>-?2(&1, k\ то формулы (1) § 48 принимают вид:

x'=x+ k\y, y' = ky. (1)

Пользуясь этими формулами, рассмотрим свойства

перспективно-аффинного преобразования.
1°. Любая точка прямой, проходящей через две неподвижные

точки перспективно-аффинного преобразования, является

неподвижной точкой.

? Действительно, из формул (1) следует, что любая точка

М (х, 0) прямой ОЕ\ переходит в точку М' (х, 0), т. е. является

неподвижной точкой. |
Прямая неподвижных точек называется осью перспективно-

аффинного преобразования (осью родства). Из следствия теоремы
1 § 48 следует, что все неподвижные точки

перспективно-аффинного преобразования лежат на его оси.

2°. Прямые, соединяющие соответственные точки перспективно-

аффинного преобразования, не лежащие на его оси, параллельны
или совпадают (рис. 119).

? Пусть точка М (х, ?/), не лежащая на оси перспективно-

аффинного преобразования, переходит в точку М' (х\ у'). Из формул

(1) следует, что вектор ММ' имеет координаты (k\y, (k — \)y).
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С другой стороны, вектор Е^ЕЬ имеет координаты (k\9 k — l). Таким

образом, векторы ММ' и Е2Е2 коллинеарны. Отсюда и следует
свойство 2°. Щ

3°. ?сла прямая пересекает ось перспективно-аффинного
преобразования в некоторой точке, то ее образ проходит через эту
точку; если же прямая параллельна его оси, то ее образ также

параллелен его оси.

Первое утверждение очевидно (см. рис. 119, прямые МК и М'К'\
а второе утверждение следует из того обстоятельства, что при
аффинном преобразовании параллельные прямые переходят в

параллельные прямые (на рис. 119 прямые a, b и а, Ь'). Ц
Из теоремы 1 § 48 следует, что перспективно-аффинное

преобразование может быть задано его осью и парой соответственных

точек, не лежащих на его оси. При этом свойства 2° и 3° могут быть
использованы для построения образов точек в этом преобразовании.

Задача. Перспективно-аффинное преобразование задано осью
а и парой соответственных точек М0 и 7W6, не лежащих на оси а.

Построить образ произвольной точки М.
Решение. Проведем через точку М прямую т, параллельную

прямой МоМо (рис. 120, а). Образ М' точки М согласно свойству 2°
лежит на этой прямой.

Пусть точка N — точка пересечения прямой ЛШ0 с прямой а.

Так как точка N — неподвижная точка, то прямая M0N переходит

\
\
Л-

sM0

.м'

б)
Рис. 120

Дл?

П)п
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Рис. 121 Рис. 122

в ЛШ6, поэтому М' есть точка пересечения прямых NMb и т.

Построение по существу не изменится, если прямые MqM и а

параллельны (рис. 120, б). В этом случае прямая МШ' параллельна
прямой а (свойство 3°), поэтому точка М' лежит на прямой, проведенной
через точку Мб параллельно прямой а.

Если точка М лежит на прямой МоМб, то наше построение
неприменимо. В этом случае следует взять вспомогательную точку Р,
не лежащую на этой прямой, построить ее образ Р', а потом,

пользуясь точками Р и Р\ вышеуказанным способом построить
образ точки М.

2. Если прямые, соединяющие соответственные точки

перспективно-аффинного преобразования, не параллельны оси, то

преобразование называется косым сжатием плоскости, а направление прямых,
соединяющих соответствецные точки,— направлением сжатия.

В случае косого сжатия координатный репер (О, Еи Е2) можно

выбрать так, чтобы точки О и Е\ принадлежали оси а и ??€ 0?2
(рис. 121). Тогда точка Е'г имеет координаты (0, k), поэтому формулы
(1) принимают вид:

*'=*, y' = ky, (2)

где кф\. Коэффициент k называется

коэффициентом сжатия и имеет простой
геометрический смысл: если М — произвольная
точка плоскости, М' — ее образ, а М0 —
точка пересечения прямой ММ' с осью, то

MoM' =kM0M (рис. 122). Действительно,
пусть М(х, у\ тогда М'(х, ky) и М0(х, 0),

поэтому М0М' (0, ky) и MqM (0, у). Отсюда

следует, что М0М'=kM0M.
3. Если прямые, соединяющие

соответственные точки перспективно-аффинного
преобразования, параллельны оси, то

преобразование называется сдвигом

плоскости. В случае сдвига координатный репер
(О, Ей Щ можно выбрать так, чтобы точки О /^*
и Е\ принадлежали оси а, а точка Е2 имела

координаты (1; 1) (рис. 123, а). В этом

случае формулы (1) принимают вид:
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Вт
cj х'=х+у, у'=у. (3)

Предлагаем читателю, пользуясь

формулами (3), самостоятельно доказать, что

если при сдвиге M'=f (M\ N'=f (N),
?7 у! 1

Р' =f (P), то векторы ММ
'
и NN'

одинаково направлены, если точки М и N лежат

по одну сторону от оси а, и векторы ММ'

и РР' противоположно направлены, если

М и Р лежат по разные стороны от

прямой а (рис. 123, б).
4. Косое сжатие с осью а называется сжатием к прямой а,

если направление сжатия перпендикулярно оси сжатия и

коэффициент сжатия k положителен. При сжатии к прямой а все точки

этой прямой остаются неподвижными, а всякая другая точка М

переходит в точку М', расположенную на одном с ней перпендикуляре
к оси а сжатия по ту же сторону от нее, причем M0M/ =kMoM,
где Мо — точка пересечения прямых ММ' и а. Если fe<l, то все

точки плоскости приближаются к оси сжатия, а если ?>1, то все

точки плоскости удаляются от оси сжатия (т. е. фактически имеет

место растяжение).
Формулы (2) можно рассматривать как аналитическое

выражение сжатия к прямой ОЕ\, если предположить, что (О, Е\, ?2) —

ортонормированный репер. Пользуясь этими формулами, докажем

теорему, которая наглядно иллюстрирует геометрическую картину

преобразования точек при сжатии к прямой.
Теорема 1. Эллипс у с неравными полуосями а и b является

образом окружности со, построенной на большой полуоси А\Аъ
эллипса как на диаметре, при сжатии плоскости к прямой А\Ач

с коэффициентом сжатия —.

? Пусть эллипс у с полуосями А\Ач и В\В2 в ортонормирован-
ном репере (О, Е\, ?"2) задан каноническим уравнением

2 1^ 1 2
1 '

аг Ь2

Тогда окружность о в этом же репере имеет уравнение х2-\-у2 = а2

(рис. 124). Сжатие к прямой А\Ач с коэффициентом k=— задается

формулами (2): х'=х, yf=—у, поэтому образом окружности

(О является линия */2+ у1гУ\) =а2 ИЛИ %+^Г=1,а1 Ь1

ЭЛЛИПС у. щ

Используя аналогичные рассуждения применительно к

равносторонней гиперболе со и произвольной гиперболе у, можно доказать

следующую теорему.

Теорема 2. Гипербола с полуосями а и Ь является образом
равносторонней гиперболы, имеющей ту же действительную ось
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А\Аъ, что и данная гипербола, при сжатии плоскости к прямой

А\А2 с коэффициентом —.

§ 50. Группа аффинных преобразований и ее подгруппы.
Аффинная эквивалентность фигур
1. Обозначим через А множество всех аффинных преобразований
плоскости. Докажем, что если f\?A, /26 А, то f2fi€A. Действительно,
так как f\ и /г — преобразования, то fcfi — преобразование. Но

каждое из преобразований f\ и /г переводит три точки, лежащие
на одной прямой, в три точки, лежащие на одной прямой, и сохраняет
их простое отношение, поэтому преобразование /Vi обладает теми

же свойствами, т. е. является аффинным преобразованием. Таким
образом, f2f\?A.

Далее, если f?A, то /-16А. Действительно, если точки А, В и С

лежат на одной прямой, то их образы А' =/_1(Л), B' = f~l (В),
C'=f~l (С) также лежат на одной прямой, ибо если предположить
обратное, то найдется такой репер (Л', В\ С), который в

преобразовании f переходит в три точки А, В, С, лежащие на одной

прямой, что невозможно (см. § 48, п. 3). При этом, очевидно,

преобразование /~! сохраняет простое отношение трех точек.

Таким образом, множество А всех аффинных преобразований
образует группу (см. § 40, п. 3). Она называется группой
аффинных преобразований плоскости. Основным инвариантом этой

группы является простое отношение трех точек.

Группа Р подобий плоскости является подгруппой группы А;

группа D всех движений также является подгруппой группы А.

Другими примерами подгрупп являются: а) множество А\ всех

аффинных преобразований первого рода; б) множество А (Мо) всех

аффинных преобразований, для которых Мо — неподвижная точка

(группа центро-аффинных преобразований); в) множество А (а) всех

аффинных преобразований, для которых прямая а состоит из

неподвижных точек.

Предлагаем самостоятельно доказать эти утверждения.
2. Фигуры F и F' называются аффинно-эквивалентными,

если они А-эквивалентны, т. е. если существует такое аффинное
преобразование, которое фигуру F переводит в фигуру F'. Согласно

теореме 1 § 48 любые два треугольника аффинно-эквивалентны.
Однако аналогичное утверждение для четырехугольников не имеет

места. Докажем следующую теорему.
Теорема 1. Два четырехугольника аффинно-эквивалентны

тогда и только тогда, когда их можно обозначить через ABCD и

A'B'C'D', так чтобы

(АС, Е)=(А'С\ ?'), (BD, E)=(B'D\ ?'), (1)
где Е и Ег — точки пересечения прямых AC, BD и А'С, В D'
(рис. 125).

? Пусть четырехугольники F и F' аффинно-эквивалентны,
т. е. существует такое аффинное преобразование /, что F'=f(F).
Обозначим эти четырехугольники буквами ABCD и A'B'C'D' так,
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чтобы A'=f(A), B'=f(B\
C'=f(C) и D' = f(D). Очевидно,
прямая АС переходит в прямую
А'С\ a BD — в B'D', поэтому
Е'=f (E). При аффинном
преобразовании сохраняется простое
отношение трех точек, поэтому
имеют место равенства (1).

Обратно, пусть для

четырехугольников ABCD и A'B'C'D'
выполнены равенства (1).
Докажем, что они аффинно-эквива-
лентны. Рассмотрим аффинное

преобразование f, которое репер (Л, В, С) переводит в репер (А', В',
С). В силу равенства (АС, Е)=(А'С\ Е') точка Е переходит в

точку ?', поэтому прямая BE переходит в прямую В'Е'. Но так

как {BD, E)=(B'D', Е'\ то точка D переходит в точку D'. Таким

образом, четырехугольники ABCD и A'B'C'D' аффинно-эквива-
лентны. Щ

3. Рассмотрим вопрос об аффинной эквивалентности линий

второго порядка.
Теорема 2. Любые два эллипса аффинно-эквивалентны.
? Пусть у и у' — два произвольных эллипса с полуосями

А\Ач и А\А'ч (рис. 126). Рассмотрим окружности со и со7, построенные
на отрезках А\А2 и А[А ? как на диаметрах. По теореме 1 из § 49
существуют аффинные преобразования f\ и /2, которые окружности
о и о/ переводят соответственно в эллипсы у и у'. Рассмотрим
преобразование подобия ^з, которое окружность со переводит в

окружность со': f3(co) = co'.

Преобразование f= f2fsfr] является аффинным
преобразованием, которое переводит эллипс у в эллипс у'. Поэтому эллипсы

у и у' аффинно-эквивалентны. Ц
Точно так же, пользуясь теоремой 2 § 49, можно доказать

следующую теорему.
Теорема 3. Любые две гиперболы аффинно-эквивалентны.
Так как любые две параболы подобны (§ 47, теорема 4), то

любые две параболы аффинно-эквивалентны.
В главе IV доказано, что каждая линия второго порядка

Рис. 126
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принадлежит одному из девяти классов, перечисленных в таблице
п. 5 § 37. Данная в § 37 классификация линий второго порядка
называется аффинной. Следующая теорема поясняет этот термин.

Теорема 4. При любом аффинном преобразовании линия

второго порядка переходит в линию второго порядка. Любые две

линии, принадлежащие одному из девяти классов (§ 37, п. 5),
аффинно-эквивалентны, а две линии, принадлежащие различным
классам, аффинно-неэквивалентны.

? Первая часть теоремы непосредственно следует из теоремы 1

§ 48. Докажем, что любые две линии, принадлежащие одному классу,
аффинно-эквивалентны. Рассмотрим только те классы, которые

содержат бесконечное множество действительных точек, т. е.

классы 1, 2, 3, 5, 7 и 9. Это утверждение только что доказано для

классов 1, 2 и 3 (эллипсов, гипербол и парабол). Докажем это

утверждение для линий, принадлежащих классу 5.

Пусть АВ, АС и А'В\ А'С — две пары пересекающихся прямых.

Рассмотрим аффинное преобразование, которое репер (Л, В, С)
переводит в репер (А', В', С'). Ясно, что при этом прямая АВ

переходит в прямую А'В\ а прямая АС — в прямую АС.

Аналогично доказывается, что любые две линии, принадлежащие классу
7 или классу 9, аффинно-эквивалентны.

Остается доказать, что любые две линии, принадлежащие

разным классам, аффинно-неэквивалентны. Это непосредственно
следует из данных, приведенных в таблице п. 5 § 37. В самом

деле, при любом аффинном преобразовании действительные точки

переходят в действительные, а мнимые —в мнимые, центр линии

переходит в центр линии, и, кроме того, при надлежащем выборе
системы координат линия, заданная данным уравнением, переходит
в линию, заданную тем же уравнением. Таким образом,
характеристики, указанные в последних четырех столбцах таблицы,
являются инвариантами аффинных преобразований. Из таблицы
видно, что любые две линии, принадлежащие разным классам,
имеют разные характеристики, поэтому они

аффинно-неэквивалентны. Щ

§51. Приложение преобразований плоскости к решению задач

1. В этом параграфе рассмотрим приложение преобразований
плоскости к решению задач на доказательство и вычисление.

В главе XII, посвященной геометрическим построениям на

плоскости, будет рассмотрено применение этих преобразований в задачах

на построение.
Рассмотрим две задачи на применение движений.
Задача 1. Даны прямая а и две точки Л и В, лежащие по

одну сторону от этой прямой. Доказать, что на прямой существует
единственная точка Mq такая, что для любой другой точки М этой

прямой выполняется неравенство

АМ0+ВМо<АМ+ВМ. (1)
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Рис. 127

Решение. Рассмотрим
симметрию s относительно прямой а.

Пусть Bi=s(B). Для
произвольной точки М прямой а

выполняется равенство ВМ=В\М,
поэтому АМ+ВМ=АМ+В{М. Пусть
Мо — точка пересечения
отрезка АВ\ с прямой a, a М —

произвольная точка прямой а,

отличная от точки Мо (рис. 127). Так

как точка Мо лежит между
точками А и Ви то i4Mo+MoBi =
=АВ\. С другой стороны, точки

Л, В\ и М не лежат на одной
прямой, поэтому АВ\<АМ-\-МВ\.
Таким образом, ЛМо+МоВ1<
<АМ+МВ{ или ЛМ0+ВМо<
<АМ+ВМ.

Итак, на прямой а

существует единственная точка Мо такая,

что для любой другой точки М

этой прямой выполняется

неравенство (1).
Задача 2. В плоскости

треугольника дана произвольная
Рис. 128 точка М, которая отражается

относительно всех вершин треугольника один раз, а затем второй
раз. Доказать, что полученная при этом точка М' совпадает с

точкой М.

Решение. Рассмотрим центральные симметрии g\, g2, gz
с центрами соответственно в вершинах А\, А2 и Аз данного

треугольника Л1Л2Л3. Пусть Mi=gi(M), M2=g2(M\\ М3=?з(М2). Тогда
Мз=? (М), M'=g (Мз), где g=gsg2gi

—

некоторое движение. Таким

образом, M'=gg (M). Движение g2g\ является параллельным
переносом (§44, пример 1), поэтому g=gs (g2gi) — центральная
симметрия (предлагаем читателю, пользуясь таблицей из § 43,
доказать это утверждение самостоятельно). Отсюда следует, что gg

—

тождественное преобразование и поэтому точки М и М' совпадают.
2. Гомотетия часто применяется при решении задач на

доказательство и вычисление. Рассмотрим примеры.
3 а д а ч а 3. Доказать, что точка М пересечения медиан

неравностороннего треугольника ABC делит отрезок ОН в отношении —,

где О — центр описанной окружности, Н — ортоцентр треугольника
ABC (рис. 128).

Решение. Пусть ААи ВВи СС\ — медианы треугольника ABC.

Рассмотрим гомотетию Ао с центром в точке М и с коэффициентом
т- —~. Очевидно, Л1 = Ао (Л), В1 = Ао (В), С1 == А0 (С), поэтому
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прямые, содержащие высоты

треугольника ABC, переходят в

серединные перпендикуляры этого

треугольника. Следовательно, O = ho (Я),
т. е.

МО-- ~МН. (2)

Рис. 129

Отсюда следует, что ОМ=—МН,

т. е. (ОН, М)=\-.
Замечание. Эта задача в

частности включает утверждение
задачи 3 § 26, т. е. что точки О,
М и Я лежат на одной прямой
(прямой Эйлера).

Задача 4. Пусть АА\, ВВ\ и

ABC, О — центр описанной окружности, R — радиус этой

окружности, а Я — ортоцентр этого треугольника. Доказать, что центр 0\
описанной окружности треугольника А\В\С\ совпадает с серединой

отрезка ОН, а ее радиус г равен -~-R-

Решение. Рассмотрим гбмотетию ho с центром

пересечения медиан треугольника ABC и с коэффициентом т =

СС\ — медианы треугольника

Так как

ходит в

1

окружность,

окружность,

описанная

описанную

точке М

\_
2

•

около треугольника ABC, пере-
около треугольника А\В\С\, то

r=—R и Oi=Ao(0). Следовательно,

(3)

Но 00\ = ОМ-\-МО\, поэтому, используя равенства (2) и (3),

получим: 00\=—МН+—ОМ=—ОН. Отсюда и следует, что

0\ — середина отрезка ОН.

Если треугольник ЛВС равносторонний, то точки О и Я совпадают,

поэтому середина отрезка ОН совпадает с этими точками.

Задача 5, Доказать, что для произвольного треугольника
ABC середины А\, В\ и С\ сторон ВС, СА и АВ основания Н\, Я2 и

Яз высот и середины отрезков, соединяющих ортоцентр Я с

вершинами, лежат на одной окружности (окружность девяти точек, или

окружность Эйлера, см. рис. 129). Центром этой окружности
является точка 0\ — середина, отрезка НО, где Я — ортоцентр, а

точка О — центр описанной окружности треугольника ABC.
Решение. Рассмотрим окружность со, проходящую через

точки А\, В\ и С\ (рис. 129). Мы уже доказали, что дентром 0\
этой окружности является середина отрезка ОН (задача 4). Так как
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Рис. 130

В

точка 0\ — середина отрезка ОН, то она

равноудалена от проекций А\ и Н\ точек О

и Я на прямую ВС и, значит, Я^со.
Аналогично заключаем, что Яг 6 со и Язбсо.

Рассмотрим гомотетию h\ с центром Я

и коэффициентом —. Так как 0\—h\(0),
то описанная окружность треугольника
ABC с центром О и радиусом R переходит
в окружность с центром 0\ и радиусом

—R, т. е. в окружность со (задача 4).
Точки А, В, С переходят в точки hi (A), h\ (В),
h\ (С), являющиеся серединами отрезков
НА, НВ, НС соответственно.

3. В заключение рассмотрим пример применения аффинных
преобразований к решению задач.
Задача б1. Доказать, что для произвольной трапеции ABCD

точка 5 пересечения прямых, содержащих боковые стороны,
середины Е и F оснований АВ и CD, и точка М пересечения
диагоналей лежат на одной прямой (рис. 130).

Решение. Рассмотрим косое сжатие f с осью ES, при котором
точка А переходит в точку В. Так как точка Е — середина отрезка
АВ, то f — косая симметрия с осью ES (т. е. коэффициент k сжатия

равен —1). Очевидно, прямая AS переходит в прямую BS, поэтому
C=f(D). Но f — косая симметрия, поэтому середина F отрезка
DC лежит на оси ES.

Так как C=f(D), то D=f(C), поэтому прямая АС переходит в

прямую BD и, следовательно, точка М пересечения прямых АС и BD

лежит на оси ES косой симметрии.
Итак, четыре точки Е, S, F и М лежат на одной прямой.

1 Эта задача включает в себя задачу 1 из § 26, которая была решена методом

координат.



РАЗДЕЛ ВТОРОЙ

ПРЯМЫЕ ЛИНИИ, ПЛОСКОСТИ

И КВАДРИКИ В ЕВКЛИДОВОМ
И АФФИННОМ ПРОСТРАНСТВАХ

Глава VI

МЕТОД КООРДИНАТ В ПРОСТРАНСТВЕ.

СМЕШАННОЕ И ВЕКТОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ
ВЕКТОРОВ

§ 52. Координаты точек в пространстве.
Решение простейших задач в координатах

1. В этой главе, а также в следующих трех главах будет
рассматриваться геометрия пространства, а поэтому будут
использоваться векторы трехмерного векторного пространства (см. § 7, п. 2).
Напомним, что любая система трех некомпланарных векторов,
взятых в определенном порядке, образует базис этого пространства.

Координатная система в пространстве вводится по аналогии

с системой координат на плоскости (см. 3 И). Возьмем какую-
нибудь точку О и произвольный базис е\, ?2, ез пространства.

Четверка, состоящая из точки О и базиса е\, #2, ?з, называется

аффинной системой координат в пространстве и обозначается

символом Ое\в2ез или (О, е\, ?2, ?з) (рис. 131). Точка О называется

началом координат, а векторы еи в2 и вз_— координатными векторами
(е\ — первый координатный вектор, б?2 — второй, а е3

— третий).
Направленные прямые, проходящие через начало координат и

параллельные координатным векторам, на которых положительные

направления определяются этими векторами, называются

координатными осями. Оси, параллельные векторам е\, е2 и ез, назы-

-^г-

Рис. 131 Рис. 132
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ваются соответственно осями абсцисс, ординат и аппликат и

обозначаются так: Ох, Оу, Oz (рис. 131). Плоскости, определяемые
осями Ох и Оу, Ох и Oz, Оу и Oz, называются координатными
плоскостями и обозначаются соответственно через Оху, Oxz и Oyz.
Иногда систему _координат Ое\е2ез обозначают через Oxyz.

2. Пусть Ое\е2ез — аффинная система координат, а М —

произвольная точка пространства (рис. 132). Вектор ОМ называется

радиус-вектором точки М (относительно точки О). Координаты х, у, z

вектора ОМ в базисе е\, е2, ез называются координатами точки М

в системе координат Ое{е2ез. Число х называется абсциссой,
число у

— ординатой, а число z — аппликатой (или первая, вторая,
третья координаты) точки М; пишут: М {х, у, z). Таким образом,
координатами точки М в системе Ое\е2ез называются числа х, у, z

такие, что

—>
- — -*

OM=xei+ye2-\-ze3. (1)

По аналогии с понятием координат точек на плоскости (§ 11, п. 2)
справедливо утверждение: если в пространстве задана аффинная
система координат, то устанавливается взаимно однозначное

соответствие между точками пространства и упорядоченными
тройками (х, у, z) действительных чисел, т. е. между точками пространства
и элементами множества R3. Здесь R3=RXRXR— декартов куб
множества действительных чисел.

Если аппликата z точки М равна нулю, то из равенства (1)
получаем:

ОМ=хе\-\-уе2.

Векторы ОМ, е\, е2 линейно зависимы, поэтому они компланарны

(§ 6, теорема 4). Это означает, что точка М лежит в плоскости Оху.
Из предыдущего равенства следует, что в плоскости Оху точка М

в системе координат Ое\е2 имеет координаты (х, у). Аналогично
приходим к выводу, что если у

= 0, то точка М лежит в плоскости Oxz,
а если х= 0, то в плоскости Oyz. Отсюда следует, что для любой

точки оси абсцисс y= z= 0, для любой точки оси ординат x= z= 0,
а для любой оси аппликат х=у=0. Начало координат имеет

координаты (0, 0, 0).
Для построения точки М (х, у, z) по ее координатам в системе

Ое\е2ез воспользуемся формулой (1). От начала координат О отложим

вектор ОМ\=хе\, затем от точки М\ отложим вектор М\М2=уе2 и,

наконец, от точки М2 отложим вектор M2M = ze3 (рис. 132). По

правилу многоугольника ОМ = ОМ\-\-М\М2+М2М=хе\-\-уе2+
-\-гез> Таким образом, М — искомая точка. Ломаную ОМ\М2Мз
называют координатной ломаной точки М. Итак, для построения
точки М достаточно построить ее координатную ломаную. На
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М2,5,Ь)

В(Ь,-2,0)

рисунке 133 изображена
аффинная система координат Ое\е2ез
и в ней построены точки А (2, 5, 4),
В (4., -2,0), С(0, 4, 0), ?>(0, 0, 1),

3. Рассмотрим две задачи,

которые часто используются в

дальнейшем изложении.

Задача 1. В аффинной
системе координат даны точки

М{ (xi, yu z\) и М2 (*2, J/2, г2).

Найти координаты вектора М\М2.

Решение. По формуле (7) §4 имеем: М\М2= ОМ2— ОМ\.

Но векторы ОМ2 и ОМ\ являются радиус-векторами точек М\ и М2,

поэтому их координаты нам известны: ОМ\ (х\, уи Z\) и ОМ2 (*2, У2, zi).
—>¦

Таким образом, вектор М\М2 имеет координаты

М1М2(х2 — х\, у2—у\, z2 — z\). (2)

Итак, каждая координата вектора равна разности
соответствующих координат конца и начала вектора. ^

Задача 2. В аффинной системе координат Ое^вз даны две

точки: М\ (x\t i/i, Z\) и М2 (x2i #2, Z2). Найти координаты точки

М, которая делит отрезок М1М2 в отношении К, где КФ — 1 (рис. 134).
Решение. По формуле (2) § 12

ОМ-- _OMi+WM2
1+Я,

(3)

Векторы ОМ, ОМ\ и ОМ2 являются радиус-векторами точек

Af, M\ и М2, поэтому эти векторы в базисе е\, в2, ез имеют

координаты OM{x,y,z), OM\(x\, уи г\) и ОМ2(х2, уъ z*\ где (х, у, z) —

Рис. 134 Рис. 135
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искомые координаты точки М. Пользуясь формулой (3), получаем

В частности, середина отрезка М\М2 имеет координаты (Х=1):

?l_+?2. У1+У2 . ^_?i+?2_*—
2

> У— 2
' Z~~

2
'

4. Система координат называется прямоугольной декартовой
или просто прямоугольной, если базис этой системы является

ортонормированным (§ 7, п. 4). Такая система координат с началом

в T04jce (^обозначается так: Offk или (О, 7, J, /г), где P=/2=&2=1,
ij = ik = jk = 0 (рис. 135).

Координаты точки М (х, г/, z) в прямоугольной системе

координат имеют простой геометрический смысл. Пусть ОМ\М2М —
координатная ломаная этой точки. В данном случае точка Mi является

проекцией точки М на ось абсцисс (рис. 135). Так как OMi=xi, то

OMi = |x|. Таким образом, a: = OMi, если Mi —точка

положительной полуоси Ох\ х=—ОМь если Mi —точка отрицательной
полуоси, и лс = 0, если Mi совпадает с точкой О. Аналогичный

геометрический смысл имеют ордината у и аппликата z точки М.

Пусть в прямоугольной системе координат Oijk точки Mi
и М2 имеют координаты М\(х\, у\, z\\ М2 (x2i y2i г2). Вычислим

расстояние между этими точками. Так как по формуле (2)
>¦ >-

М\М2(х2— х\, y2
—

yi, z2 — Z\\ то, учитывая, что MiM2=|MiM2|,
по теореме 2 из § 7 получаем:

M,M2=y(X2-X,)2 + (#2-*/l)2+(Z2-Zl)2. (5)

§ 53. Ориентация пространства

1. Докажем теорему, которая выражает признак компланарности
трех векторов, заданных своими координатами.

Теорема. Для того чтобы векторы а(а\, а2, аз), b (b\y b2, bz)
и с(с\, с2, сз), заданные координатами в произвольном базисе

е\, е2, еъ, были компланарны, необходимо и достаточно, чтобы
выполнялось равенство:

а\Ь\С\
а2Ь2с2
афъСъ

= 0. (1)

? Пусть векторы а, Ь и с компланарны. Тогда они линейно

зависимы (теорема 4 из § 6), т. е. существуют числа а, р и у, не

равные одновременно нулю и такие, что

аа+ $Ь+ус= 0. (2)
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Запишем эти равенства в координатах:

aai + P&i +7^i=0,
аа2 + рб2 + 7^2=0, (3)
аа3 + рйз +7^з = 0.

Таким образом, столбцы определителя Л в левой части

равенства (1) линейно зависимы. Из курса алгебры известно, что в этом

случае А =0, т. е. выполняется равенство (1).
Обратно, пусть выполняется равенство (1). Тогда столбцы

определителя Л линейно зависимы, т. е. система (3) однородных
линейных уравнений относительно a, p и у имеет ненулевые решения.

Умножив равенства (3) соответственно на е\, e<i и^ез и сложив,

получим равенство (2). Следовательно, векторы а, Ь и с линейно

зависимы, поэтому они компланарны. Ц
2. Понятие ориентации пространства вводится по аналогии

с ориентацией плоскости (см. § 13). Так как любые три

некомпланарных вектора, взятые в определенном порядке, образуют базис

трехмерного векторного пространства V, то в пространстве V

существует бесконечное множество базисов. Рассмотрим два из них:

А=(а,\, а,2, аз) и В=(6Ь 62, Ьз). Разложим векторы базиса В по

векторам базиса А:

6i=ciiai-f C2ia2 + C3ia3,

bj. = с 12a i + C22CL2 + Сз2а3,

&з = ^1за1+С2з52 + Сзз5з.

Из координат векторов Ь\, 62 и Ь3 можно составить матрицу
третьего порядка:

All C\2 С\з \
I С2\ С22 С2Ъ 1

т (4)
\Съ\ Съ2 СЗЗ /

*

Координаты вектора Ь\ образуют первый столбец этой матрицы,

координаты вектора &2 — второй столбец, а координаты вектора

6з — третий столбец. Она называется матрицей перехода от базиса
А к базису В. Определитель матрицы перехода от базиса А к базису
В обозначим так: А\В. Таким образом,

А\В =(аи a2, a3) I (bu b2i b3)=
С\\ С\2 С\ъ

С2\ С22 С2Ъ

Съ\ Сг2 Сзз

Так как векторы b\, 62, &з линейно независимы, то по теореме

предыдущего пункта А\ВфО.
Предлагаем читателю по аналогии с п. 1 § 13 самостоятельно

убедиться в том, что имеет место следующее утверждение.
Для любых базисов Л, В и С пространства выполняются

равенства:

1°. А\А = 1.
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4ГГ
а)

Рис. 136

2°. (А\В).(В\С)=А\С.
3°. (Л|В).(В|Л)=1.
3. Обозначим через В

множество всех базисов
пространства. Будем говорить, что базисы

Л, В бВ находятся в отношении Д

(одинаково ориентированы;, если

А\В>0, и запишем так: ЛАВ.

Используя свойства 1° —3°
пункта 2 точно так же, как в п. 2 § 13,
мы убеждаемся в том, что

отношение А является отношением эквивалентности на множестве В

всех базисов пространства.
Докажем, что фактор-множество В/А состоит _лишь из двух

элементов. Для этого рассмотрим базисы A =(ai, a<i, а%) и В={а,2, аь а3).
10 10 1

Так как А\В= 1 0 0 = — 1, то классы эквивалентности КА и Кв
I 0 0 1 J

не совпадают. С другой стороны, любой базис С=(с\, ?2, ?з)
принадлежит либо классу КА, либо классу Кв. В самом деле, по свойству
2° Л|С=(Л|В)(В|С)= —В\С. Отсюда следует, что либо Л|С>0,
либо В|С>0. В первом случае С?КА, а во втором случае С?КВ.

Каждый из элементов фактор-множества В/А назовем

ориентацией векторного пространства V. Выделим одну из этих

ориентации, назовем ее положительной (а другую
— отрицательной).

Векторное пространство V, в котором выбрана положительная

ориентация, называется ориентированным. Базисы положительной

ориентации называются правыми базисами, а базисы отрицательной
ориентации

— левыми.

Пространство называется ориентированным, если

ориентировано векторное пространство V. При этом_система координат Ое^ез
называется правой (левой), если базис е{, ?2, ?з — правый (левый).
Обычно ориентацию пространства выбирают так, чтобы оси Ох, Оу,
Ог правой системы координат Oxyz были направлены вдоль

большого, указательного и среднего пальцев правой руки (рис. 136, а).
При таком выборе ориентации оси левой системы координат будут

направлены вдоль соответствующих пальцев левой руки (рис. 136, б).
В дальнейшем изложении всюду, где нет специальных оговорок,

предполагается, что если в пространстве выбрана одна система

координат, то она является правой. Таким образом, если в

пространстве задана система координат, то пространство считается

ориентированным.

§ 54. Формулы преобразования координат в пространстве

1-^Рассмотрим^ в пространстве две аффинные системы координат
Оехе^еъ и 0'е'\еЯ>ъ. Первую систему назовем старой, а вторую

—

новой. Пусть М — произвольная точка пространства, которая в старой
системе координат имеет координаты х, у, z, а в новой системе х', у', г'
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м(рис. 137). Задача преобразования
координат состоит в следующем: т ^^ ^

зная координаты нового начала I ^sv^ iet
координат и новых координатных

векторов в старой системе:

О'(хо, у0, Zo),e{(cu, C2u С31),
Й(^12, С22, Сзг), Й(С13, ^23, Сзз) (1)

выразить координаты х, у, z точки

М в старой системе через
координаты х\ у\ z' той же точки в

новой системе.

По определению координат векторов и точек из (1) получаем:

Рис. 137

00' =хое\+у0е2+ гоез,

е'\=С\\е\+С2\е2-\-сг\ег,

е2 = С12в\+ С22в2 + С32?3,

Й= С13?1 + ^23^2 + ^33^3-

(2)

По правилу треугольника ОМ = 00' -\-0'М, поэтому хе\-\-уе2 +

-\-ze3 = 00'-\-x'e'i+y'e2+z'e's. Подставив в правую часть этого

равенства выражения векторов 00\ е\, Й, Й через е\, Й, ?з из

равенств (2) и сравнив соответствующие коэффициенты в левой
и правой частях полученного равенства, будем иметь:

X= C\\X'-\-Ci2y'+Ci3Z'+Xo,
У= С2\Х' + С22У'+С2&'+Уо,
z= c3\x' + cZ2y' +Cszz' + z0.

(3)

_Taj< выражаются координаты х, у, z точки М в старой системе

Ое\е2ег через ее координаты х\ у', z' в новой системе О'е&е'з.
Формулы (3) называются формулами преобразования аффинной
системы координат в пространстве. Заметим, что в этих формулах
матрица

С=
(С\\ С\2 С\ъ

\С2\ С22 С2Ъ

>Р31 ^32 Съъ ) (4)

составленная из коэффициентов при х\ J)',^z\ есть в _точ^юсти
матрица (4) § 53 перехода от базиса е\, Й, ??з к базису е[, Й, Й,
а свободными членами ^служат координаты х0, уо, Zq нового начала

О' в старой системе Oe\eJe^
Так как векторы е\, Й, Й не компланарны, то определитель Д

матрицы (4) не равен нулю. Поэтому система (3) разрешима
относительно х\ у\ z'. Это позволяет выразить координаты точки М
в новой системе через координаты той же точки в старой системе.

2. По аналогии с п. 2 § 15 из формул (3) получаем формулы
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* A ar

Рис. 138

переноса начала координат, т. е.^формулы преобразования
координат при переходе от системы Ое^въ к системе 0'е\е^еъ (рис. 138, а):

х=х' + х0, у=у'+Уо, z= z* + z0. (5)

^

Если новая система координат Oe'iefez отличается от старой
Ое\е<2?ъ лишь координатными векторами (замена координатных

векторов) (рис. 138, б), то формулы (3) принимают вид:

У
= С2\Х*+С22У'' + C23Z'', (6)

z = Cz\x' + c32y' + Cz3z'.

3. Рассмотрим теперь преобразование прямоугольных систем

координат. При переходе от одной прямоугольной системы координат

Oijk к другой O'f'f'fe' можем использовать те же формулы (3).
Матрица перехода от базиса Г, 7, k к базису Г', J'', 6' имеет вид (4).
В данном случае на элементы этой матрицы накладываются
дополнительные ограничения. Действительно, элементы столбцов

матрицы С являются соответственно координатами единичных и

взаимно ортогональных векторов /', /', k' в ортонормированном
базисе Г, /, k, поэтому сумма квадратов элементов каждого столбца

матрицы С равна единице, а сумма произведений соответствующих
элементов любых двух ее различных столбцов равна нулю. По

формулам (9) § 8 получаем:

cu==cos(i\ Т), c12 = cos(/', Г), ci3 = cos(fe', /),

С2\ =COS (?', /), C22 = COS (/', Д C23 = COS (k\ J)^
c3\=cos(I\ k\ c32 = cos(f, fe), c33 = cos(fe', fe).

Отсюда,^ учитывая те же _формулы (9) § 8, замечаем, что

векторы /, J и k в базисе Г', 7', &' имеют координаты

Г(Сц, Ci2, С13), 7(^21, ^22, С2з), Л(С31, ^32, Сзз).

Таким образом, сумма квадратов каждой строки матрицы С равна
единице, а сумма произведений соответствующих элементов любых

двух ее различных строк равна нулю.

Квадратная матрица С, обладающая такими свойствами, назы-
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вается ортогональной. Примерами ортогональных матриц являются

следующие матрицы:

1 l x 7cos ф sin ф 0}

— sin ф cos ф О

& * * I \0 О 1Л
Итак, доказано, что матрица перехода от одного ортонормиро-

ванного базиса Г, /, k к другому i\ /', k' является ортогональной
матрицей. Пусть Д — определитель _этой матрицы. Докажем, что

А= + 1, если базисы Г, /, k и Г', /', k' ориентированы одинаково, и

Д= — 1, если они ориентированы противоположно. Действительно,
так как матрица (4) ортогональная, то по правилу умножения

матриц, используя определение ортогональных матриц, получаем:

(С\\ Сч\ СЪ\
С\2 С22 Cz2 |=

\?\3 С23 Сзз

(С\\ С\2 С\з

С2\ С22 С23

\?г\ Сз2 Сзз
)=(о 1 о )

Применяя к этому равенству теорему об определителе

произведения матриц, будем иметь: Д2=1, т. е. Д=±1. Если базисы

Г, /, k и Г', /', k' ориентированы одинаково, то Д >0, поэтому Д = + 1,
если же' они ориентированы противоположно, то Д<0, поэтому
Д=-1.

Итак, формулы преобразования прямоугольных систем координат
имеют вид (3), где^матрица (4) является ортогональной. При этом,

если системы Oifk и O'T'J'k' ориентированы одинаково, определитель
Д матрицы (4) равен +1» а если они ориентированы
противоположно, то Д= — 1.

§ 55. Смешанное произведение векторов. Объем тетраэдра

1. Пусть а, Ъ и с — некомпланарные векторы. От некоторой точки

М пространства отложим векторы МА=а, МВ = Ь, МС= с и

построим параллелепипед MADBCA\D\B\ так, чтобы отрезки МА,
MB и МС были ребрами этого параллелепипеда (рис. 139). Его
назовем параллелепипедом, построенным на

векторах а, В и с. Заметим, что в

зависимости от выбора точки М на данных

векторах можно построить бесконечное

множество параллелепипедов, но все они

равны друг другу, поэтому имеют один и тот

же объем.

Рассмотрим ориентированное
пространство. Смешанным (тройным)
произведением некомпланарных векторов а, Ь, с,
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взятых в данном порядке,
называется объем параллелепипеда,

построенного на этих векторах,
снабженный ^знаком « + », если

базис a, ft, с правый, и знаком

«—», если этот базис левый.

Смешанное произведение
компланарных векторов считается равным
нулю.

Смешанное произведение

векторов а, Ьл с обозначается так:

abc или (abc).
2. Выведем формулу для

вычисления смешанного произведения по координатам векторов.

Предварительно докажем следующую лемму.

Лемма. Каковы бы ни были произвольный базис a, ft, с

и ортонормированный правый базис /, /, k, имеет место

равенство _,-_ _ _
-*

_
-

_

abc=(i, /, k) I (а, 6, с).

? Рассмотрим параллелепипед MADBCA\D\B\, построенный на

векторах a, ft, с, и построим вспомогательную прямоугольную

систему координат Mlofoko. Координатные векторы этой системы

выбраны следующим образом: То=~- , вектор /о параллелен

плоскости МАВ и направлен так, что Jo-Llo и базисы^ a, ft и Г0, Jo
этой плоскости ориентированы одинаково. Вектор ko направлен

так, что векторы Го, /о, &о образуют правый ортонормированный
базис (рис. 140). Докажем, что

aftc = (?o, /о, ko) | (а, 6, с). (1)

Пусть j)
—

угол между векторами а и ft, тогда по теореме

§ 14 b=\b\ cos фГо +1^1 sin ф/о, поэтому векторы а и ft в базисе

Го, /о, ko имеют координаты а(|д|, 0, 0), ft(|ft| cos ф, |ft| sin ф, 0).
Обозначим координаты вектора с через (а, р, у). Тогда

\а\ |6| созф а |
0 |ft| sin ф р
0 0 7

Выражение |a||6|sin<p — площадь параллелограмма MADB,
а IyI —высота параллелепипеда MADBCA\D\B\. При этом, если

базисы a, ft, с и Го, /о, ko ориентированы одинаково (т. е. если

a, ft, с — правый базис), то 7>0, если же эти базисы имеют

противоположные ориентации, то 7<0- Таким образом, \а\ \Ь\ 5Шф-7=
=abc, поэтому выполняется равенство (1).

По свойству 2° § 53:

(Го, /о, ko) I (a, ft, c)= = |a||ft| sin ф-7.
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{I J, k) I (a, 6, ?) = [(Г, J, *) J (Го, Jo, *о)]-[(Г0, Jo, *o) I (5, 6, c)\

Но (Г, J, 6) | (Го, Jo, fco)=l, так как Г, J, k и Г0, Jo, &o— ортонор-
мированные правые базисы. Поэтому, учитывая формулу (1),
получаем искомый результат. Щ
Теорема 1. Если векторы a, Ь, с в произвольном базисе

е\, е2, ~еъ имеют координаты a(ai, а2, аз), b (b\, Ь2, Ьз), с (с\, с2, с3), то

abc =
а\ Ь\ С\

а2 Ь2 С2

аз Ьг Сз

•е\е2ез. (2)

П Если векторы а, 6, с компланарны, то равенство (2) очевидно

(см. теорему § 53), поэтому, рассмотрим случай, когда они не

компланарны. Пусть Г, J, k — какой-нибудь ортонормированный
правый базис, а А — определитель, который записан в правой
части равенства (2). По свойству 2° § 53

Д = (?1, е2, еъ) I (a, 6, ?) = [(i?i, е2, е3) I (?, J, *)]•[(? J, Л) I (а, 6, ?)].

Таким образом, учитывая свойство 3° п. 2, § 53, получаем:

д^ (I h}) I (о. *>> g)
/3)

(? J, ^) I (?Ь <?2, ?з)

По предыдущей лемме числитель правой части равенства (3)
равен abc, а знаменатель равен е\е2ез, поэтому из равенства (3)
следует равенство (2). Щ Если базис е\, ?2, #з ортонормированный, то

е\е2ез=±и поэтому справедливо утверждение.
Следствие. Если векторы а, 6, с в ортонормированием

базисе Г, J, fc имеют координаты а (а\, а2у аз), Ь (Ь\> Ь2у из),
С(^1, С2, Сз), ТО

аЬс = г

ах Ь\ С\

а2 Ъ2 с2

аз Ьз Сз

(4)

где 8=1, если базис Г, J, k правый, и г = — 1, ес/ш этог базис левый.
3. Основные свойства смешанного произведения

сформулированы в следующей теореме.

Теорема 2. Для произвольных векторов а, Ь, с и d и

произвольного числаjx имеют место следующие равенства:
1°. abc= bcaj=cab^
2°. abc= — bac, abc= —cba, abc= —acb.

3°. (oca) bc = a (abc), a (ab) c = a (abc\ ab (ac)= a (abc\.
4°. (a + b)cd=acd+ bcdJ a(b +c)d=abd+acdy ab(c+d)=

= abc+ abd.

П Выберем ортонормированный правый^базис ?, J, k и зададим

данные векторы в координатах a (ai, a2, аз\Ь(Ь\, Ь2, Ьз),с(с\,с2,Сз),
d (d\, d2, ^з).
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Воспользовавшись формулой (4) и соответствующими свойствами

определителей третьего порядка, убеждаемся в справедливости всех

равенств 1° — 4°. В качестве примера докажем, что a{ab)c==a(abc).
По формуле (4) имеем:

a(ab) с =

а\ ab\ С\

0,2 0С&2 С2

а3 аЬз Сз

= а

а\ Ь\ С\

OL2 Ьч С2

аз Ьз Сз

= а (abc).

4. Используем смешанное произведение векторов для решения
следующей задачи.

Задача. Найти объем тетраэдра ABCD, если в некоторой
прямоугольной системе координат даны координаты его вершин:

А{хи У\, *\\ В(х2, г/2, z2), С (х3, Уз, г3), D (х4, y4, zA).

Решение. Объем параллелепипеда, построенного на векторах

АВ, АС и AD, равен \ABACAD\. Отсюда следует, что объем V

тетраэдра ABCD вычисляется по формуле V=-z-\ABACAD\.

Векторы АВ, АС и AD имеют координаты АВ(х2 — х\, у2
—

у\, Z2 — z\\

АС(хз — х\, уз
—

у\, Z3 — Z\), AD {ха — х\, у±
—

у\, z4 — Z[), поэтому
по формуле (4) получаем:

V=-
Х2 — Х\

У2
—

У\
Z2 — Z\

Хз — Х\

Уъ
—

У\
2з — Z\

Х4— Х\

У*—~У\

Z\ — Z\

§ 56. Векторное произведение векторов.
Площадь треугольника

1. Пусть а и b — неколлинеарные векторы. От некоторой точки М

пространства отложим векторы МА=а, МВ = Ь и построим

параллелограмм МАСВ так, чтобы отрезки МА и MB были смежными

сторонами этого параллелограмма (рис. 14J.). Его назовем

параллелограммам, построенным на векторах а и Ь. В зависимости от выбора
точки М на данных векторах можно построить бесконечное
множество параллелограммов, но все они равны друг другу, поэтому
имеют одну и ту же площадь.

В С Рассмотрим ориентированное пространство.
Векторньш произведением неколлинеарных

векторов а и^Ьу взятых в данном порядке, называется

вектор р, длина которого численно равна площади

параллелограмма, построенного на этих векторах;
этот вектор перпендикулярен векторам а и b и

направлен так, что базис a, b, p имеет правую ориен-
М ~а А тацию. Векторное произведение коллинеарных век-

Рис. 141 торов считается равным нуль-вектору.
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Векторное произведение векторов а и Ь

обозначается так: [ab] или [а, Ь].
Докажем теорему, в которой

устанавливается связь между смешанным, векторным
и скалярным произведениями векторов.
Теорема 1. Каковы бы ни были

векторы а, Ь и с, Рис. 142

аЬс =[ab]c. (1)

? Рассмотрим сначала случай, когда векторы а и Ь коллине-

арны. Тогда векторы а, 6, с компланарны, поэтому левая часть

равенства (1) обращается в нуль. Но правая часть этого

^равенства также обращается в нуль, так как [ab] = 0 и поэтому [ab]c = 0.

Таким образом, в этом случае равенство (1) верно.

Пусть теперь векторы а и b не коллинеарны, ас —

единичный вектор, который перпендикулярен векторам а и Ь и

направлен так, что базис а, 6, с правый (рис. 142). Тогда, очевидно,

abc=S, где S — площадь параллелограмма, построенного на

векторах а и Ь. С другой стороны, векторы [ab] и с сонаправлены,

поэтому [ab]c = \[ab]\ \c\=S. Итак, в этом случае равенство (1)
также верно.

Рассмотрим, наконец, случай, когда векторы а и b не

коллинеарны, а с — произвольный вектор. Пусть &— единичный вектор,

который перпендикулярен векторам а и bи направлен так, что

базис а, 6, k правый. Разложим вектор с по этому базису: с =

= С\а-]-с2Ь-\-Сзк. Тогда по теореме 2 § 55 abc = ab (с\а-\-
-\-с2Ь + Сзк)==Сз(аЬк). С другой стороны, по аналогичному

свойству скалярного произведения векторов [ab] c = [ab] (c\a-\-c2b-{-

-\-czk) =d ([ab] a)+ c2 ([ab] b)+ Cs ([ab] ?)= c3 ([ab] к)= съ (abk). Таким

образом, abc = [ab] с. Ш
Следствие. Каковы бы ни были векторы а, Ь, с,

[аЬ]с= а[Ьс]. (2)
П Действительно, [ab]c = abc, a[bc] = [bc]a = bca. Но по

теореме 2 § 56 abc = bca, поэтому равенство (2) верно. Н
2. Найдем координаты вектора [ab] по координатам

векторов а и Ь.

Теорема 2. Если векторы а и b в ортонормированном
правом базисе Г, /, k имеют координаты а(а\, а2, аз), b(b\, Ь2, Ьз), то

вектор [ab] имеет координаты:

\nh] (\ a2 b* I I аз Ьз I I ax bx h П\[аЬ] \| а3 6з|, |а, 6, |,|а2 Ь2 \). {6)

П Пусть х, у, z — координаты вектора [ab]. Тогда [ab]— xi-\-
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+y]+zk, поэтому [ab]I=xi-T=x. По предыдущей теореме [ab]I=
= abl, следовательно, x= abl. Аналогично получаем: y = abj и

z= abk. По формуле (4) § 55 найдем х, у и z:

а\ Ь\ 1
х = аг &2 О

а3 Ьз О

аг &2
аз Ьз

аз Ьз
а\ Ь\

z =
а\

а2 Ь2

Формула (3) означает, что

Ь2
Ьз[аЬ] =

а2

аз
1 +

аз Ьз
а\ Ъ\ /+

CL\ Ь\ k. (3')

удобномЭто равенство условно можно записать в следующем,
для запоминания виде:

I а\ Ь\ Г

[об] = \а2 b2 J
I аз Ьз k

В правой части этого равенства записан «определитель»,
который, конечно, не является определителем в обычном смысле слова.

Но если его разложить по элементам (векторным!) третьего столбца,
то, пользуясь обычными правилами разложения определителя
третьего порядка, получим формулу^(З').^

Замечание. Если векторы а и b заданы координатами в

ортонормированном левом базисе, то

[аЬ]{- а2 &2
а3 Ьз »

а3 Ьз
а\ Ь\ ,

а\ Ь\
аг Ь2 (4)

Предлагаем читателю самостоятельно обосновать это

утверждение.

3. Основные свойства векторного произведения векторов

сформулированы в следующей теореме.
Теорема 3. Для произвольных векторов а, Ь и с и

произвольного числа а имеют место следующие равенства:

1°. [аЬ] = —[Ьа\.
2°. [оса, Ь\ = а [аб], [а, (аб)] = а [аЬ].
3°. [а+ Ь, с] = [ас] + [Ьс], [а,Ь + с] = [аЬ] + [ас\.
П Выберем ортонормированный правый базис /, /, k и зададим

данные векторы в координатах:

а(аь a2, a3), b(bu b2, Ьз), c{cu c2, Cz) .

Воспользовавшись формулой (З) и соответствующими
свойствами определителей второго порядка, убеждаемся в справедливости
всех равенств 1°—3°. В качестве примера докажем, что

[a+ b,c] = [ac) + {bc]. (5)

Зададим данные векторы в координатах:

[а+ 6, с] (х, у, z), [ас] (хи уи zx), [be] (*2, У2, z2).
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=
«2 C<i

аз Сз
+

b2 с2 \
Ьз Сз •Х\+Х2.

у=у\+у2, 2 = zi + z2, поэтому имеет

По формуле (3) имеем:

Я2 + &2 С2

аз + Ьз сз

Аналогично получаем:
место равенство (5).

Замечание. Важно подчеркнуть, что векторное
произведение двух векторов, в отличие от скалярного произведения, есть

вектор (отсюда и термин: «векторное» произведение). Кроме того,

векторное произведение, как видно из доказанной теоремы,
зависит от порядка сомножителей, т. е., вообще говоря, \аБ\Ф[Б а\

4. Используя векторное произведение, выведем две формулы для
вычисления площади треугольника. Эти формулы часто

используются при решении геометрических задач. Сначала докажем

следующую лемму.
Лемма. Для любых векторов а и b справедливо равенство

[ab] [ab] = (аа) (bb) - (ab)2. (6)
? Выберем ортонормированный базис Г, jf, k так, чтобы a±.k

и ilt, и рассмотрим координаты векторов а и Ъ в этом базисе:

а(аи а2, 0), Ь(Ьи Ь2, 0).
часть равенства (6) через координаты век-

формуле (4) вектор [ab] имеет координаты:

Выразим левую

торов а и Ь. По

а\ Ь\И(о, 0, rj* Ьь\ ), поэтому

[ab] [ab] =

другой стороны, (аа) (ББ)

Ь2

—

(а\Ь\+ a2b2f = а2\Ы+ a2b2 — 2a\b\ а2Ь2 =

(abf =
а\ Ь\
а2 Ь2

(а2 + а\)(Ь2 + Ы)-
|2

Таким образом, имеет место равенство (6).
Задача 1. Доказать, что площадь треугольника ABC

вычисляется по формуле

>АВС
__ J^-^ /| аа аБ
""2 V I Ва ББ (7)

где а=АВ, Ь = ВС.
Решение. Площадь параллелограмма, построенного на век-

1 1г"*Ги
торах а и 6, численно равна \[ab]\, поэтому SABC= -z- \[ab]\ =

=—л][аЬ] [ab]. Отсюда, учитывая предыдущую лемму, получаем

искомую формулу (7).
Задача 2. Найти площадь треугольника ЛВС, если в

некоторой прямоугольной системе координат даны координаты его

вершин:
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А(хи Уи 2i), В(х2, t/2, 22), С(х3, r/з, z3).

Решение. Площадь параллелограмма, построенного на

векторах АВ, Л С, численно равна \[АВ, АС}\. Отсюда следует, что

SABC=±-\{AB},AC}\.

Векторы АВ и АС имеют координаты АВ (х2— х\, y<i
—

у\, z<i — z\),
АС (хз — х\, уз

—

у\, Zz — Z\\ поэтому, используя формулу (3) (или
формулу (4), если данная система левая), получаем

Sabc=-rV У2
—

У\ Уъ
—

У\
Z2 — Z\ Z3 — Z\

+
Z2 — Z\ Z3 — Z\

X2 + X\ Хз — Х\
+

X2 — X\ X3 — X\

У2
—

У1 Уъ
—

У\

В частности, если вершины треугольника лежат в

плоскости Оху, ТО Zi =?2 = 23 = 0, ПОЭТОМУ

Sabc— тг
Х2
— Х\ Хз — Х\

У2
—

У\ Уъ
—

У\

§ 57. Метод координат в пространстве.

Уравнение поверхности

1. В § 17 мы уже ознакомились с методом координат в геометрии.
Для того чтобы пользоваться этим методом в пространстве,
необходимо уметь с помощью чисел, уравнений, неравенств или их

систем задавать геометрические фигуры в пространстве.
Рассмотрим фигуру Ф и введем в пространстве аффинную

систему координат Ое\в2ез. Условием, определяющим фигуру Ф в

данной системе координат, называется уравнение или неравенство
(или их система), которому удовлетворяют координаты любой точки

фигуры Ф и не удовлетворяют координаты точки, не

принадлежащей фигуре Ф. Уравнение, определяющее фигуру Ф, называется

уравнением фигуры Ф в данной системе координат. Например,
уравнение z= 0 есть уравнение плоскости Оху в заданной системе

координат Oxyz, а неравенство z>0 определяет полупространство
с границей Оху, которому принадлежит точка (0, 0, 1).

2. При изучении геометрии в пространстве методом координат в

качестве фигур чаще всего рассматривают поверхности.

Примерами поверхностей являются плоскость, сфера, цилиндрические и

конические поверхности и др. Строгое определение поверхности
будет дано позже, во второй части настоящего курса. Условием,

определяющим поверхность Ф в данной системе координат,

является, как правило, уравнение, которое называется уравнением

поверхности Ф.

В качестве примера найдем уравнение сферы радиуса г с центром
С (а, Ь, с) в прямоугольной системе координат. Точка М

пространства принадлежит этой сфере тогда и только тогда, когда СМ= г

или СМ2= г2. Это равенство в координатах запишется так:
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(x-af+ (y-b)2+ (z-c)2 = r2. (1)

Это и есть уравнение сферы радиуса г с центром в точке С {а, Ь, с).
В частности, если центр сферы совпадает с началом координат,
то а= 6 = с = 0, поэтому уравнение (1) принимает вид:

x2 + y2 + z2 = r2. (2)

Уравнение (1) можно записать в виде

x2 + y2 + z2 +Ax+ By+ Cz+ D = 0, (З)

где

Л=—2а, В=-26, С=-2с, D = a2 + b2+ c2-r2.

Таким образом, уравнение любой сферы в прямоугольной
системе координат имеет вид (3). По аналогии с окружностью (см.
§ 18, п. 2) можно доказать, что если коэффициенты уравнения (3)
удовлетворяют неравенству А2-\-В2-\-С2 —4D> 0, то поверхность,

заданная этим уравнением, есть сфера с центром ( —^-, —^-, —^)
-yjA2 + B2 + C2-4D _

и радиусом г . Предлагаем читателю самостоятельно

обосновать это утверждение. Оно часто используется при изучении
множеств точек пространства. Рассмотрим пример.

Пример. Найти множество всех точек пространства, для
каждой из которых сумма квадратов расстояний до двух данных

точек А и В есть постоянная величина с2.
Решение. Прямоугольную систему координат Oxyz возьмем

так, чтобы начало координат совпало с серединой отрезка АВ и

точка А лежала на положительном луче оси Ох. Если ЛВ= 2а, то

в выбранной системе координат А (а, О, 0), В ( — а, 0, 0).
Для того чтобы точка М (х, у, z) принадлежала искомому

множеству точек, необходимо и достаточно, чтобы АМ2-\-ВМ2 = с2, или

в координатах: (х — a)2 + y2 + 22+ (x+ a)2 + (/2 + z2 = c2 или

x2 + y2 +z2=^a2. (4)

Возможны три случая.
с2 г-

1) -т—а >0, т. е. с>У2а. В этом случае уравнением (4), как

было показано выше, определяется сфера с центром в начале ко-

-л/2с2 — 4а2
ординат и с радиусом г =

-—^
• В частности, когда с = 2а, то

г = а, т. е. в этом случае отрезок АВ является диаметром сферы.
2

2) -^- —а2 = 0, т. е. c = -\J2a. Уравнение (4) принимает вид: х2+

+ f/2 + z2 = 0. Этому уравнению удовлетворяют координаты только

одной точки — начала координат. В этом случае искомое множество

состоит из одной-единственной точки — середины отрезка АВ.

С2 о Г~

3) -z—а <0, т. е. е<Сл]2а. Искомое множество является пустым.
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Рис. 143

3. Пусть F\ (л:, у, г) = 0 — уравнение
фигуры Фи a F2 (х, у, z) = 0 —уравнение фигуры
02 в одной и той же системе координат.
Система уравнений

Г Fx{x% у, z)= 0,
I F2(x, у, z) = 0 (5)

определяет в той же системе координат
фигуру Ф = Ф\(]Ф2, т. е. пересечение фигур Ф\ и

Фг. Если 01 и Ф2—две поверхности, то

фигура Ф является, вообще говоря, линией.
Таким образом, в пространстве линия

может быть определена системой (5) двух
уравнений. Например, система уравнений

2= 0,
x2 + y2 + z2 = r2 (6)

определяет в прямоугольной системе координат множество Ф общих
точек плоскости Оху и сферы радиуса г с центром в начале

координат. Ясно, что множество Ф — окружность плоскости Оху
радиуса г с центром в начале координат. Поэтому уравнения (6)
являются уравнениями окружности в пространстве.

В заключение отметим, что не любая система двух уравнений
определяет в пространстве линию в обычном смысле слова.

Например, в пространстве нет ни одной точки, координаты которой
удовлетворяют системе уравнений: 2= 0, x2-\-y2-\-(z — 2)2 = 1.

Действительно, сфера, заданная вторым уравнением, имеет центр
С (0, 0, 2) и радиус г=1. Она не имеет общих точек с

плоскостью z = 0 (рис. 143).

§ 58. Приложение метода координат и векторной алгебры
к решению задач стереометрии

1. В этом параграфе рассматриваются некоторые примеры
применения метода координат, а также смешанного и векторного
произведений векторов к решению задач стереометрии. Рассмотрим
сначала задачи, в которых применяется метод координат в

пространстве. Начнем с задачи вспомогательного характера, которая
часто используется при решении других задач.
Задача 1. Найти координаты центра тяжести (точки

пересечения медиан) треугольника ABC, если в некоторой аффинной
системе координат Ое^ез даны координаты его вершин:

А {Хи Уи Zl), В (*2, 02, 22), С(Х3, 03, 23) •

Решение. Пусть N — центр тяжести треугольника ABC, a

(х, у, z) — координаты этой точки. По формуле (2) из § 10 имеем:

ON= -±(OA + OB + OC) (1)
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Но векторы ON, ОА, ОВ и ОС
являются радиус-векторами
точек N, Л, В и С, поэтому эти

векторы в базисе е\, ?2, ?з имеют

координаты ON (х, у, г), ОА (хи У\, z\\

ОВ(х2, 1/2, 22), 0С(Х3, уз, 23).
Пользуясь формулой (1), получим:

*1+*2+ *3

Задача 2. Доказать, что отрезки, соединяющие середины

противолежащих ребер тетраэдра, пересекаются в одной точке и

делятся в ней пополам.

Решение. Пусть ОABC — данный тетраэдр-, a D\, D2; ?i, ?2;
fi, F2— соответственно середины ребер ОЛ и ВС, ОВ и Л С, ОС

и Лб (рис. 144). Аффинную систему координат Ое\е2ез выберем так,

чтобы ??1 = ОЛ, е2 = ОВ, ез = ОС. В этой системе координат вершины
тетраэдра имеют координаты О(0, 0, 0), Л (1, 0, 0), В (О, 1, 0),
С (0, 0, 1).

Найдем координаты середины М отрезка D\D2. Точки D\ и D2—

середины отрезков ОА и ВС, поэтому они имеют координаты

D\ (-?-, 0, 0), D2 (0, -2-, -5-). Следовательно, точка Л1 имеет коор-

динаты М (—, —, —).
Точно так же находим координаты середин отрезков Е\Е2 и

F\F2 и убеждаемся в том, что эти точки имеют те же координаты:

(—, —, -J-), поэтому они совпадают с точкой М.

Задача 3. Дан параллелепипед ABCDA\B\C\D\, точки М и

N — центры тяжести треугольников A\BD и B\D\C (рис. 145).
Доказать, что точки М и N лежат на диагонали ЛС1
параллелепипеда и делят эту диагональ на три равные части.

_^

Решение. Задача будет решена, если докажем, что АМ=

=MN= NC\ (см. рис. 145). Аффинную систему координат Ое\е2ез

выберем так, чтобы ?1=ЛВ, e2 =AD, ез = АА\. В этой системе

координат вершины параллелепипеда имеют координаты Л (0, 0, 0),
В (1,0, 0), С(1, 1, 0), D(0, 1, 0), Ах(0, 0, 1), В, (1, 0, 1), d(l, 1, 1),
D\ (0, 1, 1). По формулам (2) находим координаты точек М и N:

(1
1 1 \ /2 2 2\

"""*" ~~*" ~~*"

X* X' X/' ^ЧХ' X' Хг ВектоРы ^^> MN и ^Ci имеют ко-

ординаты АМ(±-, ±-, ±-).Ш/(±, -J-. 4"> ^' (х> Х- Х> <*
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6с
с К С

Рис. 146

сюда следует, что AM=MN= NC\, поэтому точки М и N лежат на

диагонали АС\ и делят ее на три равные части.

2. Рассмотрим теперь примеры решения задач, в которых
используются смешанное и векторное произведения векторов.

Задача 4. В данном параллелепипеде OADBCA\D\B\
точки Р, Q и R являются центрами граней, не содержащих точку О.

Найти отношение объема К пирамиды OPQR к объему Ко данного

параллелепипеда.

Решение. Пусть а= ОА, Ь = ОВ. с = ОС. Используя задачу
из § 55, имеем:

VQ=\Zbc\, V=±-\6p6qOR\. (3)

Нетрудно убедиться в том, что векторы ОРу OQ и OR в базисе

а, 6, с имеют координаты OP(l, -i-, уЛ, 0Q(^-, 1, ^-) ,

ORl-Y, Т~' О * ^° Ф°РмУле (2) из § 55 имеем:

(abc).

Учитывая равенство (3), отсюда получаем: 6К= ~2-Ко. Таким

образом, -%г=±.
Задача 5. Дана четырехугольная пирамида SOACB, ребра

ОА, ОВ и OS которой взаимно перпендикулярны и имеют длины:

op6qor =

1 -L-i-l
2 2

- 1 ~
2 2

2 2
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OA = a, OB= b, OS= h. Основанием пирамиды служит
прямоугольник ОАСВ, на стороне АС которого взята точка К так, что АК= с.

Найти угол ф между плоскостями SBC и SOK (рис. 146).
Решение. Прямоугольную правую систему координат Oxyz

выберем так, как показано на рисунке 146. В этой системе
координат вершины пирамиды и точка К имеют координаты О (0, 0, 0),
А (а, 0, 0), 5(0, Ь, 0), С (а, Ь, 0), S (0, 0, h), К (а, с, 0).

Угол ф между плоскостями SBC и SOK равен углу между двумя
векторами, перпендикулярными соответственно к этим плоскостям.

В качестве таких векторов могут быть выбраны векторы р
— [ВС, SB]

и q = [OS, OK], поэтому ф= (р, q). Найдем координаты векторов р и

q и по этим координатам вычислим cos ф.

Векторы ВС, SB, OS и OK имеют координаты ВС (а, 0, 0),

SB (0, b, —h), OS (0, 0, h), ОК {а, с, 0). По формуле (3) из § 56

находим координаты векторов р и q: p (0, ah, ab)\ q { — he, ah, 0). По

формуле (8) из § 8 получаем:
ah

COS ф = t ,



Глава VII

ПЛОСКОСТИ И ПРЯМЫЕ В ПРОСТРАНСТВЕ

§ 59. Уравнение плоскости

1. Рассмотрим в пространстве некоторую плоскость о.

Множество L всех векторов, параллельных плоскости о, является двумерным
векторным подпространством трехмерного векторного
пространства V. Подпространство L назовем направляющим подпространством
плоскости о. Пусть а и Ъ — какая-либо пара линейно независимых

векторов из L. Векторы а и b образуют базис подпространства L,

т. е. L является подпространством, натянутым на векторы а и Ь:

Ь= Ь(а, Ь) (см. § 9). Таким образом, направляющее продпростран-
ство L= L(a, b) плоскости о можно считать известным, если даны

какие-либо два неколлинеарных вектора а и 6, параллельные этой
плоскости.

На плоскости о с направляющим подпространством L (а, Ь)
возьмем некоторую точку Mq. Точка М лежит на плоскости о тогда

—>-
_^

_

и только тогда, когда векторы MqM, a, b компланарны и,
следовательно, когда их смешанное произведение равно нулю:

мГма6==0. (1)

Используя это равенство, запишем уравнение плоскости а,

заданной различными способами.
2. Уравнение плоскости, заданной точкой и

направляющим подпространством.
Задача 1. В аффинной системе координат заданы своими

координатами точка Mo (jto, уо, zq) и два неколлинеарных вектора:

а(а\, <2г, аз) и b (b\, 62, &з). Написать уравнение плоскости а,

проходящей через точку М0 и имеющей направляющее
подпространство L (а, Ь).

Решение. Как отмечено выше, произвольная точка М (ху у, г)
принадлежит плоскости о тогда и только тогда, когда выполнено

условие (1) и, следовательно, когда выполнено равенство

х— хо а\ Ь\ I

у — уо а2 Ь2 =0. (2)
z— 2о аз Ьз
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= 0. (3)

Если точка М принадлежит плоскости а, то имеет место

равенство (1) и, значит, координаты ху у, z точки М удовлетворяют

уравнению (2). Если же точка М не лежит в плоскости а, то

векторы МоМ, а и ft не компланарны, поэтому не выполняется

равенство (1) и, следовательно, координаты х, у, z точки М не

удовлетворяют уравнению (2).
Таким образом, уравнение (2) есть уравнение плоскости о.

3. Уравнение плоскости, заданной тремя
точками.

Задача 2. Написать уравнение плоскости, проходящей через
три не лежащие на одной прямой точки: М\ (х\, у\, Zi), М2 (х2, у2, z2),
М3 (*з, Уз, 2з), заданные своими координатами в некоторой аффинной
системе координат.

Re ш е н и е. Так как данные точки не лежат на одной прямой,

то векторы М{М2, М\Мз не коллинеарны и образуют базис

направляющего подпространства рассматриваемой плоскости. Эту
плоскость можно определить как плоскость, проходящую через

данную точку М\ и имеющую данное направляющее подпространство

L (М\М2,М\Мз). Следовательно, ее уравнение можно написать по

образцу уравнения (2) в следующем виде:

\х— х\ х2 — х\ хз — х\

У~У\ У2
—

У\ Уз
—

У\
Z— Z\ Z2— Z\ Z3— Z\

4. Уравнение плоскости, заданной точкой и

перпендикулярным вектором. Говорят, что вектор п,

перпендикулярен плоскости а, если вектор п перпендикулярен любому
вектору из направляющего подпространства плоскости о.

Задача 3. В прямоугольной системе координат заданы своими

координатами точка М0(хо, г/о, 2о) и ненулевой вектор п (Л, В, С).
Написать уравнение плоскости а, проходящей через точку М0

перпендикулярно вектору п.

Решение. Точка М (ху у, z) принадлежит плоскости а тогда

и только тогда, когда векторы МоМ и п ортогональны и, значит,

когда их скалярное произведение равно нулю: М0Мп= 0.

Векторы МоМ и п имеют координаты: МоМ (х-— Хо, у
—

уо? z— Zo\
п(А, В, С), поэтому предыдущее равенство принимает вид:

А(х-х0)+ В(у-уо)+ С(г—го)= 0. (4)

Это и есть уравнение плоскости, проходящей через данную
точку Мо (*о, Уо, 2о) перпендикулярно вектору п (А, В, С).

5. Параметрические уравнения плоскости.

Зададим в пространстве аффинную систему координат. Пусть плоскость
о проходит через данную точку М0 (х0, y0j z0) и имеет направляющее

подпространство L(ay b) с базисом а(а\, a2i a3), b(b\y b2y 63). Точка
М (jc, r/, z) принадлежит плоскости а тогда и только тогда, когда

177



имеет место равенство (1) (векторы МоМ, а, Ь компланарны), т. е.

когда найдутся такие числа и, и, что

MM0= ua+ vb. (5)

Следовательно, точка М принадлежит плоскости о тогда и

только тогда, когда выполняется равенство (5).

Вектор М0М имеет координаты МоМ (х— хо, у
—

уо, z— Zo),
поэтому условие (5) запишется в виде системы равенств:

х— xo = ua\-{-vb\y
y
—

yo = ua2-\-vb2, (6)
z — г0 = иаг + иЬз.

Эти равенства называются параметрическими уравнениями
плоскости о, а и и v — параметрами.

§ 60. Общее уравнение плоскости

1. Любую плоскость в пространстве можно задать принадлежащей
ей точкой и направляющим подпространством. Тогда в заданной

аффинной системе координат получим уравнение этой плоскости

в виде уравнения (2) предыдущего параграфа. Раскрывая по

элементам первого столбца определитель, находящийся в левой части

этого уравнения, получим уравнение плоскости в виде

Ax+By+ Cz+ D= 0, (1)

где

А=\ а2 Ь2
аз Ьг

а\ b\ I
?__

аз Ьъ ,

В= —

D=—(Axo+ Byo+ Cz0).

а\ Ъ\
а2 Ъъ

Так как векторы а и b не коллинеарны, то в уравнении (1)
коэффициенты Л, В и С не равны нулю одновременно (см. 4° п. 3, § 7)
и, значит, уравнение (2) — уравнение первой степени. Это
утверждение можно выразить словами: любая плоскость есть поверхность

первого порядка.
Докажем обратное утверждение.
Теорема. Поверхность в пространстве, заданная в аффинной

системе координат уравнением первой степени1 (1), есть плоскость.

При этом векторы а (0, —С, В), b ( — О, 0, Л), с ( — В, А, 0)
принадлежат направляющему подпространству этой плоскости и какие-

либо два из них образуют базис этого подпространства.
? По условию теоремы коэффициенты Л, В и С одновременно

не равны нулю. Пусть для определенности АфО. Тогда
уравнение (1) равносильно уравнению

1
Следовательно, А, В и С одновременно не равны нулю.
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Сравнивая это уравнение с уравнением (2) предыдущего

параграфа и учитывая, что при АфО векторы Ь (—С, О, А) и с ( — В, А, 0)
не коллинеарны, приходим к выводу, что уравнение (2) (а значит, и

равносильное ему уравнение (1)) определяет плоскость с

направляющим подпространством L(c, b). Вектор а(0, — С, В) принад-

лежит этому подпространству, так как а=—1~с+ ~т~^-
Если в уравнении (1) Л = 0, то ВфО или СфО. В каждом из этих

случаев аналогичными рассуждениями убеждаемся в том, что

уравнение (1) определяет плоскость и векторы а, Ь и с принадлежат
направляющему подпространству этой плоскости.

Уравнение (1) называется общим уравнением плоскости.

Замечание. Если система координат прямоугольная, то

уравнением (1) также определяется плоскость (так как

прямоугольная система координат
— частный случай аффинной). Но в этом

случае вектор Я (Л, В, С) перпендикулярен этой плоскости. В

самом деле, легко видеть, что na= nb = nc = 0y т. е. вектор п

перпендикулярен векторам a, b и с, два из которых образуют базис

направляющего подпространства плоскости.

2. Докажем лемму о параллельности вектора и плоскости.

Лемма. Пусть в аффинной ^системе координат задана
плоскость о уравнением (1) и вектор p(pi, р2, Рз). Для того чтобы

вектор р был параллелен плоскости о, необходимо и достаточно, чтобы

Лр, + Бр2+ Ср3 = 0. (3)

? От некоторой точки М\ (хи У\, z\) плоскости о отложим

вектор М\М2 =р и обозначим через (х2, t/2, z2) координаты точки М2.
Тогда

р\=Х2 —Хи p2=y2
—

yi, pZ = Z2 — Z\. (4)

Так как Miga, то

Axi+Byl + Czl + D= 0. (5)

Пусть вектор р параллелен плоскости а. Тогда точка М2 лежит

в этой плоскости, поэтому

Ax2 + By2+ Cz2 + D=0. (6)

Из равенств (5) и (6) следует, что

A(x2-xl)+ B(y2-yl)+ C(z2-zl)^0i (7)

или, учитывая равенства (4), получим равенство (3).
Обратно, пусть выполняется равенство (3). Подставив сюда

значения рь р2, Рз из равенства (4), получаем равенство (7). Сложив

= 0. (2)
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равенства (5) и (7), приходим к равенству (6). Таким образом, АЬСа,
т. е. вектор р параллелен плоскости о. Щ^

3. Выясним, какие имеются особенности в расположении
плоскости о относительно системы координат, если равны нулю некоторые
из чисел Л, В, С, D в общем уравнении (1) этой плоскости.

Возможны следующие случаи.
1) D = 0. В этом случае плоскость а проходит через начало

координат, так как координаты точки О (О, 0, 0) удовлетворяют
уравнению (1). Обратно, если начало координат принадлежит
плоскости а, то D= 0.

2) Л = 0, ВфОл СфО. По лемме о параллельности вектора и

плоскости вектор е\ параллелен плоскости о, поэтому плоскость

параллельна оси Ох, если D=?0, и проходит через эту ось, если D = 0.

3) АфО, В = 0, СфО. В этом случае вектор ?2 параллелен
плоскости о, поэтому плоскость параллельна оси Оу, если D#0, и

проходит через эту ось, если D = 0.

4) АфО, ВфО, С= 0. Этот случай аналогичен случаям 2) и 3):
плоскость о параллельна оси Oz, если йфО, и проходит через эту
ось, если D= 0.

5) Л = 0, В = 0, С ^0^ По лемме о параллельности вектора и

плоскости векторы е\ и ?2 параллельны плоскости <т, поэтому
плоскость параллельна координатной плоскости Оху, если йфО, и

совпадает с этой плоскостью, если D = 0. Если ОфО, то

уравнение (1) можно привести к виду: z = c, где ефО. Уравнение самой

плоскости Оху запишется так: 2 = 0.

6) Л = 0, ВфО, С= 0. Аналогично предыдущему плоскость о

параллельна координатной плоскости Oxz, если ОфО, и совпадает с

этой плоскостью, если D = 0. Если ЭфО, то уравнение (1) можно

привести к виду: у= Ь, где ЬфО. Уравнение плоскости Oxz
запишется так: (/

= 0.

7) Л#0, В= 0, С= 0. Аналогично предыдущим двум случаям
плоскость о параллельна координатной плоскости Oyz, если ОфО,
и совпадает с этой плоскостью, если Z) = 0. Если ОфО, то

уравнение (1) можно привести к виду: х= а, где афО. Уравнение
плоскости Oyz имеет вид: х= 0.

4. Зададим в пространстве аффинную систему координат Ое^ез
и рассмотрим плоскость о, заданную в этой системе координат
уравнением (1). Эта плоскость разделяет множество точек

пространства, не принадлежащих ей, на

два полупространства с общей

границей о. Найдем условия,
определяющие эти полупространства.

Зафиксируем на плоскости о

некоторую точку No и отложим

вектор п(А, В, С) от этой точки:

N0N=n, т. к. Л -А + В-В+ С-СФ

Ф0У то вектор п не параллелен плос-

Рис 147 кости а, поэтому N^o (рис 147).
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Пусть М (jc, i/, z) — произвольная точка пространства, не

лежащая в плоскости а. Проведем через точку М прямую, параллельную
вектору Я, и обозначим через М0 (*о, */о, z0) точку пересечения этой

прямой с плоскостью о (см. рис. 147). Так как векторы п и М0М
коллинеарны, то по лемме о коллинеарных векторах существует

такое число а, что М0М= а/г, или в координатах:

х— хо = аА, у— уо = аВу z — Zo = aC. (8)

Рассмотрим многочлен Ax-\-By-\-Cz-{-D и подставим вместо

х, у, z их значения из равенств (8):

= а(Л2+ В2+ С2). W

Пусть к — полупространство с границей а, содержащее точ-
—*- —>-

ку N (см. рис. 147). Из равенства MoM= aNoN следует, что

точка М принадлежит полупространству к тогда и только тогда,

когда а>0. Из равенства (9), учитывая, что Л2 + В2+ С2>0,
приходим к выводу, что точка М принадлежит полупространству
к тогда и только тогда, когда

Ax+ By+ Cz+ D>0. (10)

Это и есть неравенство, определяющее полупространство X.

Другое полупространство к' с границей а определяется
неравенством

Ax+ By+ Cz+ D<0. (11)

Пример. Даны точки Мх (5, 0, 0), М2 (— 1, 2, —3), М3 (2, 1, 1)
и плоскость jc —2*/+4z—1 =0. Среди указанных точек выбрать
те, каждая из которых с началом координат О (0, 0, 0) лежит по

разные стороны от данной плоскости.

Решение. Полупространство, которому принадлежит
начало координат, определяется неравенством х— 2y-\-Az— 1 <0,
так как координаты точки О (0, 0, 0) удовлетворяют этому
неравенству. Координаты точки М2 удовлетворяют этому же

неравенству, а координаты точек Mi и М3— неравенству х— 2у-\-
+4z-l>0 (5-2.0+4-0- 1>0 и 2 —2-1+4-1 — 1 >0).
Таким образом, точки О и Mi, а также О и М3 лежат по разные
стороны от данной плоскости. Следовательно, искомыми

точками являются Mi и Мз.

§ 61. Взаимное расположение двух и трех плоскостей

1. Пусть в некоторой аффинной системе координат даны
плоскости <Ji и о2 своими уравнениями:

an Aix+ Bxy+ CiZ+ D^O, (l)

a2: A2x+ B2y+ C2z+ D2= Q. (2)
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Выясним взаимное расположение этих плоскостей.
Так как координаты каждой общей точки плоскостей 0i и 02

являются решением системы уравнений (1), (2) и обратно (т. е.

каждое решение системы уравнений (1) и (2) является координатами
общей точки плоскостей 0i и 02), то вопрос о взаимном

расположении двух плоскостей 0Ь 02 сводится к исследованию системы

линейных уравнений (1) и (2).
Обозначим через г и г' соответственно ранги матриц:

(А{ Вх Сх) и (Ах Вх Сх Dx)
\42 В2 СJ М2 В2 С2 dJ

Ясно, что г^г', причем по теореме Кронекера — Капелли
система уравнений (1) и (2) совместна тогда и только тогда,

когда г = г'. Таким образом, плоскости 0i и 02 имеют хотя бы одну

общую точку тогда и только тогда, когда г = г'.

Возможны следующие случаи.

1) г'=1. Это означает, что коэффициенты А\, Вх, Сх и Dx
уравнения (1) пропорциональны коэффициентам Л2, В2, С2 и D2
уравнения (2) (поэтому г=1) и уравнения (1) и (2) равносильны.
Отсюда заключаем, что каждая точка одной из плоскостей 0i
и 02 принадлежит другой плоскости, и поэтому плоскости 0i и 02

совпадают (рис. 148, а). Это надо понимать так: два уравнения
(1) и (2) определяют одну и ту же плоскость.

Обратно, если плоскости 0i и 02 совпадают, то они имеют

одно и то же направляющее подпространство, поэтому по

теореме § 60 векторы а(0, — d, Вх), Ь(— Сх, 0,. Ах), с(— Вх, Ль 0)
параллельны плоскости 02, т. е. В2 ( — Сх) + С2Вх = 0, А2(— Сх)+
+ С2Л1=0, А2 (— Вх)+ В2Ах = 0 (лемма о параллельности

вектора и плоскости). Таким образом, г=1, а так как система

уравнений (1) и (2) совместна, то и г, = 1. Итак, плоскости 0i и 02

совпадают тогда и только тогда, когда г'=1.

2) г7 = 2, г = 2. Тогда плоскости 0i и 02 различны (они не

могут совпасть, так как г'> 1) и имеют хотя бы одну общую точку,
поэтому они пересекаются по прямой (рис. 148, б).

3) г' = 2, г=1. Система уравнений (1) и (2) несовместна,

поэтому плоскости 0i и 02 не имеют общих точек, т. е. параллельны

(рис. 148, в).
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2. Пусть в некоторой аффинной системе координат даны
плоскости сч, 02, а3 своими уравнениями:

a,: Axx+ Biy+ Ciz+ Dx=0, (З)
а2: Л2х+ б21/ + С22+ Д2= 0, (4)

а3: A3x+ Bzy+ C3z + D3= 0. (5)

Обозначим через R и R' соответственно ранги матриц:

(Ах Вх Сх\ (Ах Вх Сх й\
\ А2 В2 С2) и \ А2 В2 С2 D2)
М3 Вз С/ \Л3 Вз С3 D/ .

Вопрос о взаимном расположении плоскостей ох, о2 и аз

полностью сводится к исследованию системы линейных уравнений (3),
(4) и (5).

Возможны восемь следующих случаев взаимного

расположения этих плоскостей, которые проиллюстрированы на рисунке 149,
а—з:

а) плоскости имеют единственную общую точку;

б) плоскости попарно пересекаются, но не имеют общей
точки;

в) плоскости попарно различны, но проходят через одну
прямую;

г) две из плоскостей параллельны, а третья их пересекает;

д) три плоскости попарно параллельны;
е) две плоскости совпадают, а третья их пересекает;

ж) две плоскости совпадают, а третья им параллельна;

з) все три плоскости совпадают.

Очевидно, случай а) есть тот случай, когда система

уравнений (3), (4) и (5) является системой Крамера, т. е. плоскости ai,

аг и аз имеют единственную общую точку тогда и только тогда,

/7x7

ПП
2)

^Ш
е) ж)

Рис. 149

3)
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когда /?= /?' = 3. В остальных случаях исследование взаимного

расположения плоскостей <ть ог и аз сводится к исследованию

взаимного расположения каждой из пар плоскостей (ai, a2}, [о\, а3},
{аг, аз} с применением результатов п. 1. Здесь мы не будем
проводить это исследование в общем виде, так как оно не имеет большого

практического значения. Но сам метод исследования можно в

общих чертах проследить на решении следующего примера.

Пример. Выяснить взаимное расположение плоскостей о\,

02у стз, заданных следующими уравнениями в аффинной системе

координат:
ох: х+ у—г— 1=0, а2: х+ 4у— 5= 0, а3: 2х + 2у— 2z+ 3 = 0.

Решение. Вычислением находим, что в данном случае /? = 2,
/?' = 3, поэтому нельзя сказать, что плоскости имеют

единственную общую точку. Для того чтобы выяснить, какой из случаев

б) — з) имеет место, исследуем сначала взаимное расположение
плоскостей ai и <Т2- Для этих плоскостей г = г' = 2, поэтому о\

и Q2 пересекаются по прямой (случай б), п. 1). Далее, выясним

взаимное расположение плоскостей о\ и аз. Для этих

плоскостей г=1, г7 = 2, поэтому аЛаз (случай в), п. 1). Отсюда следует,
что плоскость a2, пересекая плоскость ai, пересекает также и

параллельную ей плоскость аз. Итак, плоскости о\ и аз параллельны,
а плоскость а2 их пересекает.

§ 62. Расстояние от точки до плоскости.

Угол между двумя плоскостями

1. Изучение вопросов, указанных в названии этого параграфа,
удобно проводить в прямоугольной системе координат.

Задача 1. В прямоугольной системе координат дана
плоскость а уравнением Ax-{-By-\-Cz-\-D = 0 и точка М0(хо, уо, Zo),
не лежащая в этой плоскости. Вычислить расстояние р (М0, а)
от точки Мо до плоскости а.

Решение. Пусть М\(х\, ух, z\) — основание

перпендикуляра, проведенного из точки Мо к плоскости а (рис. 150). Как
известно, вектор п (А, В, С) перпендикулярен плоскости а и,

следовательно, коллинеарен вектору M\Mq,
По определению скалярного произведения

Рис. 150

MiMon=\M\Mo\ \n\cos(M\Mo,n}=
= |MiAf0| In\ (±1). Учитывая, что

M\Mo(xo—Xu Уо
—

у\, Zo —Zi),
Я (Л, В, С), |мГМо1=р(Мо, а),
получаем:

(*о —xx)A+(yQ—yi)B+(zo—zx) С =

= р(А*о, а)л/Л2 + В2+ С2.(±1).(1)
Так как Mi б а, то Ахх-\-Вух-\-

-\-Czx+D =0 и левая часть ра-
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венства (1) имеет вид: Ах0-\- Ву0-{- Czq-\- D. Таким образом, из

равенства (1) получаем:

р (Mo, a) = :—. (2)
^А*+ В* + С2

Пример. В прямоугольной системе координат дана

плоскость о уравнением 3*— 4у-{-л[\Л 2 — 5 = 0. Найти расстояние от

начала координат до плоскости о.

Решение. Начало координат О имеет координаты (0, 0, 0).
По формуле (2) получим:

(П Л\ I3-0-4- 0+VTT-0-5I |_5| 5
р(0, р) = = = —-— =—

V9+16+11 6 6

2. Используя формулу (2), вычислим расстояние р(о\, о2)
между параллельными плоскостями о\, а2, заданными в

прямоугольной системе координат уравнениями:

о,: Ax+ By+ Cz+ D{=0,
а2: Ax+ By+ Cz+ D2= 0,

где D, Ф D2.

Отметим, что плоскости ъ\ и а2 действительно параллельны,
так как они перпендикулярны одному и тому же вектору п(А, В, С),
но не совпадают (D2=^=Di).

Пусть Мо (хол t/o, zq) — произвольная точка плоскости о\.

Тогда, очевидно, p(ai, a2) = p(M0, а2), поэтому, пользуясь форму-

лои (2), находим: p(ai, a2) = . Так как Afo€<ii,
ул'+Д'+с2

то y4*o + fi*/o + C2o + Di =0. Таким образом, предыдущая
формула принимает вид:

Р (ai, a2) = -

^2+ B2+ C2

3. Задача 2. В прямоугольной системе координат даны две

пересекающиеся плоскости своими уравнениями:

ai: Aix + Bly+ Ciz + Dl=0,

a2: A2x+ B2y+ C2z+ D2 = 0.

Вычислить угол между ними.

Решение. Две пересекающиеся плоскости образуют четыре
двугранных угла, и любой из этих углов называется углом между
данными плоскостями.

Так как векторы Н\ (Аи flu C\) и п2 (Л2, В2, С2)
перпендикулярны соответственно данным плоскостям, то угол <p = (ti\, п2) равен

линейному углу одного из двугранных углов, образованных
плоскостями, ai и а2 (рис. 151), поэтому для решения задачи достаточно
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найти угол ф. По формуле (8) из § 8 имеем:

AiA2 + BiB2 + CiC2
cos ф

=— . (3)
^Al+ Bl+ Chffi+ Bl+ Cl

Плоскости о\, о2 перпендикулярны
тогда и только тогда, когда п\П2= Ъ, т. е.

когда

AiA2+BiB2+ CiC2=0

§ 63. Уравнения прямой в пространстве

1. Пусть d — прямая в пространстве. Любой ненулевой вектор,
параллельный этой прямой, называется ее направляющим
вектором. Ясно, что прямая имеет бесконечное множество

направляющих векторов, любые два из которые коллинеарны. Все эти

векторы, вместе с нулевым вектором, образуют одномерное векторное
подпространство, которое называется направляющим
подпространством прямой d.

Положение прямой d в пространстве определяется полностью,
если даны: а) направляющий вектор прямой d и некоторая ее

точка (рис. 152, а); б) две точки прямой (рис. 152,6); в) две

плоскости, пересекающиеся по прямой d (рис. 152, в). Поставим задачу:
для каждого из этих способов задания прямой написать ее

уравнения.

2. Канонические уравнения прямой. Пусть в

пространстве выбрана аффинная система координат и в этой
системе известны координаты некоторой точки М0 (*0, */о, z0) и

координаты направляющего вектора р(р\, рг, рг) прямой d. Напишем

уравнения этой прямой. Сначала рассмотрим тот случай, когда

ни одна из координат вектора р не равна нулю.

Очевидно, точка М (х, у, г) лежит на прямой d тогда и только

тогда, когда векторы М0М и р коллинеарны. Вектор MqM имеет

координаты (х — хо, y
—

yoy. z — zq), поэтому по свойству 4°.

Рис. 152

Рис. 151
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§ 7 условие коллинеарности векторов М0М и р запишется так:

х— хр у
—

уо z— zp (1)
Р\ Р2 Рз

Эти равенства являются уравнениями прямой d.

Если одна из координат вектора р равна нулю, например:

рз = 0, р\фО, р2ф0, то условие коллинеарности векторов М0М

и р запишется так:

*-*_,-* z_Zo=0 (2)
Pi P2

Аналогично, если равны нулю две координаты вектора р,

например: /?2 = Рз = 0, р\фО, то получаем:

у
—

уо = Оу z — 20 = 0. (3)

В этом случае прямая d параллельна оси Ох (если хоть одно

из чисел i/o, zo отлично от нуля) или совпадает с осью Ох (если
#0 = 20 = 0).

Уравнения (1), (2) и (3) называются каноническими уравнениями

прямой.
3. Уравнения прямой, заданной двумя

точками. Пусть в пространстве выбрана аффинная система

координат и в этой системе известны координаты двух точек М\ (х\, у\, Z\)

и М2(х2, У2, z2) прямой d. Тогда вектор М{М2 является

направляющим вектором этой прямой. Так как вектор MiM2 имеет

координаты {х2 — х\, у2
—

у\, z2 — Z\), то канонические уравнения прямой d

при х2 — х\Ф§, уч — у^фО, г2 — г^Ф0 согласно формуле (1) имеют

вид:
х— х\

_

у
—

ух
_

z — Zx
,щ

Х2 — Хх у2
—

У\ 22 — Z\

Если одна из координат вектора М\М2 или две его

координаты равны нулю, то для получения канонических уравнений
прямой следует воспользоваться формулами (2) и (3).

4. Уравнения прямой, заданной двумя
плоскостями. Пусть прямая d является линией пересечения
плоскостей о\ и G2, которые в аффинной системе координат заданы

уравнениями:

Aix+ Biy+ C\z + D\ = 0, A2x+ B2y+ C2z + D2 = 0. (5)

Точка М (х, у, z) лежит на прямой d тогда и только тогда,

когда ее координаты являются решением системы уравнений (5),
поэтому эта система и является уравнениями прямой d. Обратно,
любая система уравнений (5) представляет собой уравнения

(Ах В{ СЛ
некоторой прямой пространства, если ранг матрицы { Л D

')
^ Л2 и2 L,?

равен двум. Предлагаем читателю самостоятельно обосновать это

утверждение.
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Для того чтобы найти канонические уравнения прямой,
заданной уравнениями (5), надо знать координаты какой-нибудь
точки Мо этой прямой и некоторого направляющего вектора р.
Точку М0 (xq, (/о, 2о) следует выбрать так, чтобы ее координаты
удовлетворяли системе линейных уравнений (5). Для нахождения

координат направляющего вектора воспользуемся леммой.

Лемма. Если в аффинной системе координат прямая за-

дана уравнениями (5), то вектор Р \\ r г \ > \ г а \ * \ a r \ )
является направляющим вектором этой прямой.

? Пусть о\ и а2 — плоскости, заданные уравнениями (5), а

d — заданная прямая. По лемме о параллельности вектора и

плоскости (§ 60) вектор р параллелен как плоскости oj, так и

плоскости а2, поэтому р параллелен прямой d. Вектор р ненулевой, так

как в системе уравнений (5) коэффициенты при х, у и z не

пропорциональны. Таким образом, р
— направляющий вектор прямой d. Щ

Пример. Написать канонические уравнения прямой,
которая в аффинной системе координат задана системой уравнений:

Г
х-у+2г-Ъ= 0, ,fi.

I 2x+y-z+ 6= 0. w

Решение. Сначала выберем какую-нибудь точку на данной
прямой. В данном случае коэффициенты при х и у не

пропорциональны, поэтому придадим z произвольное значение, например
20= 0, и найдем из системы (6): х0= — 1, (/0=—4. Мы нащли

точку Af0(—1, —4, 0), лежащую на данной прямой.
Координаты направляющего вектора р прямой найдем, используя

предыдущую лемму: р { |
~~

_^| 9 | _J *| э | 2 ~||} или

р(-1, 5, 3).
Итак, канонические уравнения прямой, заданной системой

уравнений (6), имеют вид:

*+1 У+ 4 z

-1

~~

5
"~

3
*

5. Параметрические уравнения прямой.
Выберем какую-нибудь аффинную систему координат и зададим

прямую d направляющим вектором р(рь рг, Рз) и точкой М0 (х0, уо, z0).
Точка М (х, у, z) пространства лежит на прямой d тогда и только

тогда, когда векторы МоМ и р коллинеарны, т. е. когда существует

такое число /, что M0M= tp. Это соотношение в координатах
запишется так:

X— Xo = tpi, y
—

y0 = tp2y Z — Zo = tp3,
ИЛИ

x= xo+p\t,
y =yo + p2t, (7)
z= z0 + p3t.
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Эти равенства называются параметрическими уравнениями
прямой, at — параметром. Их смысл заключается в следующем: для
любого действительного числа t точка с координатами (х, г/, z),
удовлетворяющая условиям (7), лежит на прямой d. Обратно,
если (х9 у, z) — точка прямой d, то всегда найдется такое t, что х,

у и z выражаются через хо, */о, 2о, pi, рг и рз при помощи равенств (7).

§ 64. Взаимное расположение прямых.
Взаимное расположение прямой и плоскости

1. Рассмотрим сначала взаимное расположение двух прямых.
Пусть в пространстве даны: прямая d\ — точкой М\ и

направляющим вектором р\ и прямая di — точкой Мг и направляющим

вектором рг (рис. 153). Оказывается, что по векторам М1М2, Ри

р2 можно определить взаимное расположение данных прямых.
Возможны четыре случая: 1) прямые скрещиваются; 2)
прямые пересекаются; 3) прямые параллельны; 4) прямые
совпадают. Рассмотрим каждый из этих случаев в отдельности.

Заметим, что прямые d\, йг лежат в одной плоскости тогда и

только тогда, когда векторы М\М2, ри Рг компланарны и, значит,
имеет место равенство

М\М2р\р2 = 0. (1)

1) Как известно, две прямые называются скрещивающимися,
если они не лежат в одной плоскости (т. е. не существует
плоскости, содержащей каждую из этих прямых). Следовательно, для
того чтобы данные прямые d\ и di были скрещивающимися,
необходимо и достаточно, чтобы для них имело место неравенство

ЛиМ2р1Р2фО. (2)

2) Пусть прямые d\, d2 лежат в одной плоскости, и,
следовательно, для них выполняется условие (1). Эти прямые
пересекаются тогда и только тогда, когда их направляющие векторы
не коллинеарны.

Итак, прямые d\ и d2 пересекаются тогда и только тогда,

когда М\М2 р\Р2^=0 и векторы р\ и р2 не коллинеарны.

3) Прямые di, с?2, лежащие в одной плоскости, параллельны,
если они не имеют общих точек. Это будет
только в том случае, когда векторы pi, рг

коллинеарны, а векторы МцМг и р\ не

коллинеарны. Итак, прямые d\ и йг
параллельны тогда и только тогда, когда
векторы р\ и рг коллинеарны, но векторы р\ и

М\М2 не коллинеарны.

Рис. 153
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4) Ясно, что прямые di и ^ совпадают тогда и только тогда,

когда векторы рь р2 и М\М2 попарно коллинеарны.
Пример. Выяснить взаимное расположение двух прямых,

заданных в аффинной системе координат каноническими

уравнениями:

, х
— 2 y-\-l z—\ 1 х

— 5 у — 2 2 — 8
di: "~т~=-^=-^^' d2: -т-=—г=-г--

Решение. По этим уравнениям находим точки и

направляющие векторы данных прямых:

dx: М,(2, -1,1), Pi (1,2,3); d2: М2 (5, 2, 8), р2 (2, 1,4).

Далее, учитывая, что М\М2(3У 3, 7), приходим к равенству (1):
М\М2 pip2 = 0. Значит, данные прямые лежат в одной плоскости. При
этом координаты векторов pi, p2 не пропорциональны, поэтому эти

векторы не коллинеарны. Отсюда вывод: прямые di, d2
пересекаются.

2. Рассмотрим взаимное расположение прямой и плоскости.

Пусть в пространстве дана прямая d точкой Мо(*о, f/o, zo) и

направляющим вектором p(pi, р2, рз), а плоскость а — общим
уравнением Ax-\-By-\-Cz-\-D=0 в аффинной системе координат.

Возможны следующие случаи их взаимного расположения:

1) прямая и плоскость пересекаются, т. е. имеют одну общую
точку (рис. 154, а); 2) прямая параллельна плоскости (рис. 154, б);
3) прямая лежит в плоскости (рис. 154, в). Рассмотрим каждый
случай в отдельности.

1) Прямая d пересекает плоскость о тогда и только тогда,

когда направляющий вектор р прямой d не параллелен
плоскости а, т. е. когда

Ар{+Вр2+ СрзФ0. (3)

Чтобы найти координаты точки пересечения прямой и

плоскости, надо решить систему, состоящую из уравнений прямой и

уравнения плоскости.

Рис. 154
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2) Прямая d параллельна плоскости а тогда и только тогда,

когда вектор р параллелен плоскости о и точка Мо не лежит в этой
плоскости (рис. 153, б). Итак, соотношения

(Ахо+Вуо + Cz0+ ?> ?= О
(4)

выражают необходимое и достаточное условие того, что прямая d

параллельна плоскости о.

3) Аналогично, прямая d лежит в плоскости а тогда и только

тогда, когда выполняются равенства:

(Apx+Bp2+ Cpz= Q,

\Axo+By0+ Czo+D=0. (5)

Пример. Выяснить взаимное расположение прямой и

плоскости, заданных в аффинной системе координат уравнениями:

*/+1
10 —4

==—?\ Зх+бу+2-8=0.

Решение. По каноническим уравнениям прямой находим

точку Мо(0, —1, 3) на данной прямой и направляющий вектор
р (10, —4, —6) этой прямой. Имеем:

ЛР1+Вр2+ Ср3= 3-10 +6(-4)+Ь(-6)= 0,
4*o + By0+ Czo+ I> = 3.0 +6(—1)+ 1-3 — 8=^0.

Следовательно, выполнены соотношения (4), т. е. прямая и

плоскость параллельны.

§ 65. Углы между двумя прямыми, между прямой и плоскостью

Вычисление углов, указанных в названии этого параграфа, носит

метрический (измерительный) характер, поэтому эти задачи удобно
решать в прямоугольной системе координат.

1. Пусть в пространстве даны две непараллельные прямые d\
и d2. Возьмем произвольную точку А пространства и проведем
через нее прямые d\ и d^ соответственно параллельные прямым
d\ и d2 (рис. 155). Прямые d\ и rf2 образуют четыре угла с

вершиной А. Каждый из этих углов называется углом между прямы-

Рис. 155
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ми d\ и di. Если известен один из четырех указанных углов, то

мы легко найдем остальные три угла. Но один из этих четырех
углов есть в точности угол между направляющими векторами этих

прямых. Если pi, /?2 — направляющие векторы данных прямых d\,
d% то угол а между этими прямыми вычисляют по формуле

Р\р2
cos a =-

Ij5il IP2I

Отсюда^ получаем условие перпендикулярности двух прямых
(а= 90°): pip2= 0. Напомним, что две взаимно перпендикулярные
прямые в пространстве могут быть как скрещивающимися, так

и пересекающимися.
Пример. Вычислить угол между прямыми, заданными в

прямоугольной системе координат своими каноническими

уравнениями:

х — 2 */+1 z х—\ у z—\

4 3 — 1
'
— 1 3 5

'

Решение. По каноническим уравнениям данных прямых

находим координаты их направляющих векторов: р\ (4, 3, — 1) и

Р2 (— 1, 3, 5). Скалярное произведение этих векторов равно
нулю: р1.р2 =4-(—1)+ 3-3 + ( —1)-5=0, следовательно, данные

прямые взаимно перпендикулярны.

Выясним, пересекаются ли данные прямые или скрещиваются.
Имеем на первой прямой точку М\ (2, —1, 0) и на второй прямой

—>•

точку М2(1г 0, 1). Эти точки определяют вектор М\М2{— 1, 1, 1).
Находим:

-+ 1—1 4—11 1—14-11

MiiW2pip2= 1 3 3 = 0 7 2 =—22=^0.

I 1-1 5 I I 0 3 4 J
Следовательно, данные прямые скрещиваются (см. п. 1 из § 64).
2. Если прямая d не перпендикулярна к плоскости а, то углом

между прямой d и плоскостью о называется острый угол между
прямой d и ее проекцией на плоскость а. Если же прямая

перпендикулярна к плоскости, то угол между прямой и плоскостью

считается равным 90°.

Предположим, что прямая d пересекает плоскость а и не

перпендикулярна к ней. Пусть в прямоугольной системе

координат прямая d имеет направляющий вектор р(рь рг, Рз), а

плоскость а — уравнение Лх+Ву+ Сг+?=0. Найдем угол ф между
прямой d и плоскостью о. Вектор п (Л, В, С) перпендикулярен
плоскости а, поэтому нетрудно выразить угол ф через угол
9=(Я, р). Действительно, так как ф

— острый угол между

прямой d и ее проекцией d' на плоскость а, то Ф=-|—9, если

угол 6 острый (рис. 156, а), и ф=9—?-, если угол 0 тупой
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Рис. 156

(рис. 156,6). Таким образом, sin ф=cos 9, если cos9>0, и

sin ф=
—cos 9, если cos 9<0. Отсюда следует, что sin ф= |cos 9|.

Поэтому sin ф = или

\п\ \р\

sin ф _
1Лр1+вР2+Срз\

Нетрудно убедиться в том, что эта формула остается верной
и в случае перпендикулярности прямой и плоскости (когда ф=-|-,
а векторы р и п коллинеарны).

§ 66. Основные задачи на прямую и плоскость

1. Решим в общем виде несколько типичных задач на прямую
и плоскость. Рассмотрим сначала задачи на плоскость.

Задача 1. В аффинной системе координат даны плоскость

уравнением Ax-\-By+Cz+D=0 и точка М0(х0, у0, zo), не

лежащая в данной плоскости. Написать уравнение плоскости а,

проходящей через точку Мо и параллельной данной плоскости.

Решение. Уравнение плоскости о можно записать в виде

Ax+By+ Cz+D0=0, (1)

где Do — некоторое число, отличное от D. Действительно, при
любом Do уравнением (1) задается плоскость (теорема, § 60), и если

Do=7^=D, то эта плоскость параллельна данной плоскости (§ 61, п. 1).
Выберем число Do так, чтобы Мо?о: Axo-\-Byo-\-Czo-\-Do=6.
Выразив отсюда значение Do, подставим его в уравнение (1) и

получим уравнение плоскости а:

A(x-x0)+B{y-y0)+ C(z-zo)= 0.

Задача 2. Написать уравнение плоскости а, проходящей
через данную точку Mo (x0y t/o, Zo) и через прямую, заданную
уравнениями:

A{x+ Bxy+ C{z+DX=Q,
A2x+ B2y+ C2z+D2=0. (2)
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Система координат аффинная.
Решение. Первый способ. По уравнениям (2) сначала

найдем координаты каких-нибудь двух точек М\ й М2 данной
прямой, а затем напишем уравнение плоскости, проходящей через
три точки Mo, Mi и Мъ

Второй способ. Искомое уравнение плоскости о можно

записать в виде

a(Aix+Biy+ Ciz+ Di)+ $(A2X+B2y+ C2z+D2)=0, (3)

где аир — коэффициенты, не равные одновременно нулю.
Действительно, уравнением (3) по теореме § 60 задается плоскость,

причем при произвольных значениях а и р, не равных
одновременно нулю, любая точка прямой, заданной уравнениями (2),
лежит на этой плоскости.

Коэффициенты аир подберем так, чтобы плоскость (3)
проходила через точку Mq. Для этого аир должны удовлетворять

условию:

a(AiXo + Biyo + ClZo + Dl)+ $(AzXo + B2yo + C2Zo + D2)= 0.

Задача 3. В аффинной системе координат даны две
скрещивающиеся прямые do и d\ каноническими уравнениями:

, х—хо У—Уо z—Zo , x—xi У—У\ z— zi ,л.
do: —-—=—-—=—-—; й\. —-—=—г—=—т—. W

а,\ ач а,г Ь\ 02 Ьъ

Написать уравнение плоскости а, проходящей через прямую do

параллельно прямой d\.
Решение. Прямая do проходит через точку Мо (*о, */о, zo)

и параллельна вектору а(аи #2, #з), а прямая d\ параллельна

вектору b{b\, Ъъ, Ьъ). Поэтому плоскость о проходит через

точку Мо и параллельна векторам а и Ь. Ее уравнение имеет вид

(2) из § 59.
2. Рассмотрим теперь задачи на прямую.
Задача 4. Написать канонические уравнения прямой d,

проходящей через точку Mo (хо, yo, Zo) и параллельной прямой,
заданной уравнениями (2).

Решение. По лемме § 63 прямая, заданная уравнения-

ми (2), параллельна вектору р (рь р2, Рз), где р\= | J л1 | ,

\С\ А{ | |Л, Bi | _

Р2 = \г Л I ' Р3== \А R I * Поэтому р — направляющий

вектор прямой d. Таким образом, задача сводится к написанию

уравнений прямой, заданной точкой М0 и вектором р. Ее

канонические уравнения имеют вид (1), (2) или (3) § 63.

Задача 5. В прямоугольной системе координат даны

точка Мо (хоу Уо, zo) и две скрещивающиеся прямые каноническими

уравнениями:
Х—Х\ У

—

У\ Z — Z\ Х— Х2 У~У2 2—22

а\ а2 а3 b\ b2 0з

194



Написать уравнения прямой d, проходящей через точку Мо
и перпендикулярной к данным прямым. _

Решение. Векторы а(а\, а2, аз) и b (Ь\, Ь2, Ьз) являются

направляющими векторами данных прямых, поэтому вектор p=[ab],
который перпендикулярен векторам а и 6, является

направляющим вектором прямой d. Таким образом, канонические

уравнения прямой d имеют вид (1) § 63, где ри р2 и рг находятся по

теореме 2 из § 56:

#2 Ь2 | I аз Ьз 1 „ \d\ b\
Р\ =

а3 Ьг Р2--
CL\ Ь\ Ръ =

а2 Ь2

Задача 6. Доказать, что расстояние от точки М^до
прямой d, заданной точкой М0 и направляющим вектором р, может

быть найдено по формуле

Р(М, d)=
|[AfoAf,p]l

Ipl
(5)

Решение. Если точка М не лежит на прямой rf, то

\[MoM,p]\=S, где S — площадь параллелограмма, построенно-
—>-

_

го на векторах МоМ и р. С другой стороны, S =MoNo-MH=

= |р|р(Мо, d) (относительно обозначений см. рис. 157). Таким

образом, |р|-р(М, d)=\[MoM, p]\. Отсюда получаем формулу (5).
Задача 7. Доказать, что расстояние между двумя

скрещивающимися прямыми d\ и d2 может быть найдено по формуле

\M\M2plp2\
p(du d2)--

\\PlP2]\
(6)

Здесь М\ и р\—точка и направляющий вектор прямой d\,
а М2 и р2

— точка и направляющий вектор прямой d2.
Решение. Рассмотрим плоскость ai, проходяпГую через

прямую d\ параллельно прямой d2y и плоскость о2, проходящую через
прямую d2 параллельно прямой d\. Известно, что такие плоско-

Рис. 157 Рис. 158
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сти существуют и определяются однозначно (см. задачу 3). Ясно,
что p(di, d2) равно расстоянию между параллельными
плоскостями о\ и о2. Для нахождения этого расстояния построим

параллелепипед M\N\P\Q\M2N2P2Q2 так, как показано на рисунке 158,
и обозначим через V объем этого параллелепипеда. Известно,

что V=\M\M2pxp2\. С другой стороны, V= p(d\, d2)-SMlQlPlNl =

=p(du d2) I [pi, p2]\. Таким образом, \M\M2 рхр2\ =р (d\, d2)\ \pu p2].
Отсюда и получаем формулу (6).

§ 67. Приложение к решению задач школьного курса геометрии

1. Изложенные в этой главе результаты о плоскостях и прямых
в пространстве находят многочисленные применения при решении
задач школьного курса геометрии. Рассмотрим несколько

примеров таких задач.

Задача 1. Доказать, что в любом тетраэдре шесть

плоскостей, каждая из которых проходит через ребро и середину не

.пересекающегося с ним ребра, пересекаются в одной точке.

Решение. Возьмем какой-нибудь тетраэдр ОАВС. Примем
—

"¦*"
—

~~*¦

точку О за начало координат, а векторы е\ — ОА, е2 = ОВ,

е3 = ОС за координатные векторы. Обозначим середины ребер
ОА, ОВ, ОС, АВ, ВС, СА соответственно через Мь М2, М3, М4,
Ms, Мб. Находим координаты этих точек:

Mi (4-, 0, 0), М2(0, -L. О), М3(0, 0, \-) , МА(±-9 -J-, О) ,

Ms(x),i-,^),M6(-f,0,^).
Далее напишем уравнения плоскостей:

(ОАМь): у
— 2= 0, (АВМз): x+y+2z— 1 =0;

(OSM6): х— г= 0, {ВСМх): 2x+y+ z— 1 =0;

(ОСМ4): х —у=0, (СЛМ2): x+ 2y +z—1=0.

Нетрудно проверить, что плоскости (ОЛМ4), (OBMs) и (ЛВМ3)
имеют только одну общую точку Т (—, —,

— J и эта точка

принадлежит каждой из остальных трех плоскостей.

Задача 2. Доказать, что если в тетраэдре ОАВС ребра
ОА, ОВ, ОС взаимно перпендикулярны и имеют длину ОА=а,
ОВ= Ь, ОС= с, а высота ОН имеет длину А, то справедлива
формула

Ь2
^

с2 h2
¦+—+—=—. (О

Решение. Примем точку О за начало, направленные
прямые ОА, ОВ, ОС — за оси прямоугольной системы координат.

Вершины тетраэдра имеют координаты: О (0, 0, 0), А (а, 0, 0),
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В (О, 6,0), С (0, 0, с). Находим
уравнение плоскости (ABC): bcx-\-
-\-acy-\-abz — abc = 0.

Вычислим расстояние h от

начала координат до этой
плоскости (см. § 62, формула (2)):

I —abc\
И'-

Рис. 159

^b2c2 + a2c2 + a2b2

abc

л/ь2с2 + а2с2 + а2Ь2

Отсюда после элементарных

преобразований получаем
формулу (1).
Задача 3. Измерения прямоугольного параллелепипеда

равны а, Ь, с; ребро длиной с является его высотой. Найти: а)
расстояние между двумя прямыми, одна из которых содержит диагональ

параллелепипеда, а другая содержит диагональ основания и

скрещивается с первой прямой; б) угол между этими прямыми.
Решение. Обозначим через ОА, ОВ, ОС ребра

параллелепипеда, выходящие из одной вершины, так, что ОА=а, ОВ= Ь,
ОС= с. Точку О примем за начало прямоугольной системы

координат, а направленные прямые ОЛ, ОВ, ОС — за оси координат

(рис. 159). Обозначим через d\ прямую, содержащую диагональ

параллелепипеда и проходящую через точку О, а через d2 —

прямую АВ (см. рис 159).
Прямую d\ можно задать точкой О и направляющим вектором

р\ (а, 6, с), а прямую d2 — точкой А и направляющим вектором

АВ=р2(— а, Ь, 0) (см. рис. 159).
а) Расстояние между данными скрещивающимися прямыми

найдем по формуле (6) из § 66, которая в данном случае
принимает вид:

p(di, d2) =
\ОА pip2\

\\plP2]\
(2)

Находим:

\PiPz]

и по формуле (2) имеем:

p(du d2) =

ОА pip2

] =
а

Ь

с

а

0
а

Ъ
0 с

— a i

ь i
0 k

—а

Ъ
0 1

= -ь

= —abc,

abc

л1с2(а2+Ь2)+4а2Ь2
'
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б) Угол а между прямыми d\, di вычислим как угол между их

направляющими векторами:

Ipil IP2I ^а2 + Ь2 + с2л!а2 + Ь2

Заметим, что прямые d\ и di взаимно перпендикулярны тогда
и только тогда, когда а = Ь, т. е. когда в основании

параллелепипеда лежит квадрат.
2. Рассмотрим теперь примеры задач на отыскание множеств

точек в пространстве.
Задача 4. Найти множество G всех точек пространства,

каждая из которых равноудалена от двух данных точек А и В.

Решение. Прямоугольную систему координат выберем так,
чтобы положительная полуось оси абсцисс совпала с лучом АВ.
В этой системе координат точки А и В имеют координаты
Л (О, 0, 0), В (а, 0, 0), где а>0. Точка М (х, у, г) принадлежит
множеству G тогда и только тогда, когда АМ=ВМ или

АМ2=ВМ2. Записав это равенство в координатах, получаем

уравнение множества G: x2-\-y2 + z2 = (x— a)2-\-y2 + z2 или х=-у-
Этим уравнением определяется плоскость, перпендикулярная

отрезку АВ и проходящая через его середину.
Задача 5. Найти множество G всех точек пространства,

разность квадратов расстояний от каждой из которых до двух
данных точек А и В равна данному числу с.

Решение. Прямоугольную систему координат выберем так,
как в предыдущей задаче. В этой системе координат данные

точки имеют координаты Л (0, 0, 0) и В (а, 0, 0), где а>0.
Точка М (х, у, z) принадлежит .множеству G тогда и только тогда,

когда AM2—BM ==с. Записав это равенство в координатах,

получаем уравнение множества G: x2-\-y2-{-z2 — (x— a)2—y2— z2 = c,
или 2ах— а2 — с = 0. Этим уравнением задается плоскость,

перпендикулярная прямой АВ.



Глава VIII

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПРОСТРАНСТВА

§ 68. Движения пространства

1. Настоящая глава посвящена изучению простейших
преобразований пространства. Многие определения и теоремы,
приведенные в этой главе, аналогичны тем, которые рассматривались
в главе V при изучении преобразований плоскости. Здесь мы

будем пользоваться терминологией, а также понятиями, которые
были введены в § 39 и 40. В частности, важным является понятие

преобразования пространства, т. е. биективного отображения
множества всех точек пространства на себя.

Говорят, что преобразование пространства сохраняет
расстояния, если расстояние между любыми точками А и В пространства

равно расстоянию между их образами А' и В\ т. е. АВ=А/В/.

Преобразование пространства, сохраняющее расстояния, называется

движением (или перемещением).
Наиболее простым примером движения является

тождественное преобразование пространства, т. е. преобразование, при
котором каждая точка пространства переходит в себя. Рассмотрим
другие примеры движений.^
Пример 1. Пусть р

— произвольный вектор пространства.
Каждой точке М поставим в соответствие точку М' так, чтобы

ММ'=р. Получаем преобразование пространства, которое
называется параллельным переносом на вектор р.

Докажем, что параллельный перенос является движением.

Пусть М\ и М2 — произвольные точки, а М\ и М5 — их образы.

Тогда М\М[=р и М2М'ч=р, поэтому М\М[==М2М^ По лемме

о равенстве векторов (§ 3, п. 1) М\М2=М\М'2, поэтому М\М2=
=М\М'2.
Пример 2. Зададим в пространстве точку О и

рассмотрим отображение пространства, в котором каждая точка М

переходит в точку М', симметричную точке М относительно

точки О.

Это отображение является преобразованием и называется

симметрией относительно точки О (центральной симметрией или

отражением от точки О). Нетрудно доказать, что симметрия
относительно точки является движением (см. § 41, п. 1).
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Рис. 160

Пример З. Зададим в

пространстве плоскость о и рассмотрим
отображение пространства, в

котором каждая точка М переходит в

точку ЛГ, симметричную точке М

относительно плоскости о (рис. 160).
Это отображение является

преобразованием и называется симметрией
относительно плоскости о.

Докажем, что симметрия
относительно плоскости о является

движением. Для этого выберем
прямоугольную систему координат Охуг~
так, чтобы координатная плоскость

Охи совпала с плоскостью а (см. рис. 160.) Пусть А (*ь уь z\) и

В (хг, f/2, 22) — произвольные точки пространства, аЛ'и В'— их

образы. Ясно, что точки Л' и В' имеют координаты А'(х\у уи
— z\),

В' (jc2, уъ —Z2). По формуле (5) из § 52 находим:

АВ=Л/(х2-х1)2 +(у2-у1)2 + (г2-г1)2,
А'В' =^(X2-Xlf+(y2-yi)2+(z2-zl)\

следовательно, АВ=А'В' и поэтому симметрия относительно

плоскости является движением.

2. Упорядоченная четверка точек Л, В, С, D пространства,
не лежащих в одной плоскости, называется репером и обозначается

так: R=(A, В, С, ?>). Точки Л, В, С и D называются вершинами

репера, причем точка Л называется его началом. Репер называется

аффинным, если тетраэдр ABCD произвольный, и ортонорми-

рованным, если ребра АВ, AC, AD этого тетраэдра взаимно

перпендикулярны и AB=AC=AD— l.

Так же как и _на_^ плоскости (см. § 41, п. 2) каждой
системе координат Ое\в2ез соответствует репер #=(0, Ей Вг, ?з),

где 0?i=<?i, 0?2=?2, 0?з=?з. Будем говорить, что точка А1

в репере R имеет координаты (л:, у, z), если (я, у, 2) — координаты
точки М в соответствующей системе координат.

Докажем следующую лемму.
Лемма. Если R=(A, В, С, D) и #' = (Л', В', С, D')

—произвольные аффинные реперы, то существует не более чем

одно движение, которое репер R переводит в репер R'.
? Доказательство леммы проведем методом от противного,

т. е. допустим, что существуют по крайней мере два движения

g\ и g2, которые репер R переводят в репер R'. Тогда

существует такая точка М, что образ М\ этой точки в движении

gi не совпадает с образом М2 той же точки в движении g2. Так

какА&А' и ЛДМ',то AM=A'Mi,AM=A'M2. поэтому A'Mi=A'M2,
т. е. точка Л" равноудалена от концов отрезка М\М2.
Точно так же можно доказать, что точки В', С и D' равноудалены
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от концов отрезка М1М2. Таким образом, точки А', В\ С и D' лежат

в одной плоскости (см. задачу 4 из § 67), что противоречит
определению репера.

Итак, допущение неверно, поэтому существует не более чем

одно движение, которое репер R переводит в репер R'. |
3. Имеет место следующая основная теорема.

Теорема. Пусть R=(A, В, С, D) и R'=(А\ В\ С, D') —

произвольные ортонормированные реперы. Тогда существует одно и

только одно движение, которое репер R переводит в репер R'.

При этом движении любая точка М с данными координатами
в репере R переходит в точку М' с теми же координатами в

репере R'.
П Докажем сначала, что существует движение, которое репер

R переводит в репер /?'. Построим отображение g следующим
образом. Произвольной точке М с координатами (х, у, г) в репере R
поставим в соответствие точку М' с теми же координатами в

репере R'.

Очевидно, отображение g является преобразованием, которое

репер R переводит в репер R'. Докажем, что g
— движение. Пусть

Mi и М2— произвольные точки пространства, которые в репере R

имеют координаты Mi(x\, y\, Z\)R, М2СК2, У2, Z2)R. Тогда М\М2=

=л1(х2—х\)2-\-(у2—у\Т+(22— г\У. Образы М{ и М2 этих точек

в репере /?' имеют те же координаты М\ (х\9 у\, Z\)R,,
М'2(х2, У2, z2V, поэтому М{М?=У(*2—x\f+(у2 — у\)2+(z2 — z\f
и, следовательно, M(M2=MiM2. Таким образом, g — движение,

которое репер R переводит в репер R'.

Из леммы п. 2 следует, что g
— единственное движение,

которое переводит репер R в репер R'. При этом движении точка

М(х, (/, z)R переходит в точку М'(х, у, z)R,. |
4. Пользуясь этой теоремой точно так же, как в случае

движения на плоскости (см § 41, nv 4), можно доказать, что

движение пространства переводит плоскость в плоскость, параллельные
плоскости — в параллельные плоскости, прямую

— в прямую,
параллельные прямые

— в параллельные прямые, полуплоскость — в

полуплоскость, двугранный угол
— в равный ему двугранный угол,

а полупространство
— в полупространство. Нетрудно также

доказать, что движение сохраняет простое отношение трех точек, поэтому
оно сохраняет отношение «лежать между». Отсюда следует, что

движение переводит отрезок
— в равный ему отрезок, угол

— в

равный ему угол. Таким образом, при движении взаимно

перпендикулярные прямые переходят во взаимно перпендикулярные
прямые.

При любом движении пространства репер переходит в репер,
в частности ортонормированный репер

— в ортонормированный
репер.

Приводим эти утверждения без доказательства.
Предлагаем читателю по аналогии с п. 4 из § 41 доказать их

самостоятельно.
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§ 69. Два вида движений.

Инвариантные точки, прямые и плоскости

1. Говорят, что реперы /?=(0, Л, 5, С) и R'={0\ А\ В\ С)
одинаково ориентированы (противоположно ориентированы),

если базисы ОЛ, ОВ, ОС и ОМ', 0'В\ О'С одинаково

ориентированы (противоположно ориентированы) (см. § 53). Таким образом,
реперы R и R' одинаково ориентированы, если R \ R'>0, и

противоположно ориентированы, если R | #/<0. Здесь

R | /?' = (04, ОВ, ОС) | (ОМ7, <ГВ', 047').
Можно доказать, что любое движение пространства либо

сохраняет ориентацию пространства (т. е. любой репер и его образ
ориентированы одинаково), либо меняет ориентацию (т. е. любой

репер и его образ ориентированы противоположно). Доказательство
этого утверждения мы опускаем, так как оно по существу ничем не

отличается от доказательства аналогичной теоремы для движений
на плоскости (§ 42, теорема 1).

Таким образом, в пространстве (так же как и на

плоскости) существуют два вида движений: движения, не меняющие

ориентацию пространства, и движения, меняющие ориентацию
пространства. В первом случае движение называется движением
первого рода, а во втором случае

— движением второго рода.
2. По аналогии с преобразованиями плоскости точку

пространства назовем инвариантной (неподвижной) точкой преобразования,
если она переходит в себя. Аналогично прямую (плоскость)
назовем инвариантной, если ее образ совпадает с ней. Частным

случаем инвариантной прямой (плоскости) является прямая

(плоскость) инвариантных точек, все точки которой являются

инвариантными. Если, например, g — симметрия относительно плоскости о

(§ 68, пример 3), то плоскость а, а также любая плоскость, ей

перпендикулярная, является инвариантной плоскостью, причем сама

плоскость о является плоскостью инвариантных точек. Далее, любая
прямая плоскости а, а также любая прямая, перпендикулярная
плоскости а, является инвариантной прямой, причем прямые плоскости о —

прямые инвариантных точек.

Пусть g
— данное движение пространства, а а — инвариантная

плоскость. Это означает, что любая точка плоскости о переходит
в точку той же плоскости, т. е. на плоскости о устанавливается
некоторое отображение g\ которое, очевидно, является преобразованием.
Так как g сохраняет расстояния, то и g' на плоскости о сохраняет

расстояния, т. е. g' — движение плоскости о. Будем говорить, что оно

индуцировано преобразованием g на _плоскость а. Например, если

g — параллельный перенос на вектор р, то любая плоскость,

параллельная вектору р, является инвариантной, причем на каждой _из
этих плоскостей индуцируется параллельный перенос на вектор р.

3. Рассмотрим три леммы об инвариантных точках и

прямых, которыми будем пользоваться в следующем параграфе при

классификации движений пространства.

202



а

/

/
А

/

/ А"

ь\

<""

с\

,в

^*s

\в^

\ \в"

'С

к'

6/
/

6/

Рис. 161

Во втором

Лемма 1. Если движение не

имеет инвариантных точек, то

любые две его инвариантные прямые

параллельны.
? Доказательство проведем

методом от противного. Пусть
существуют какие-то две

непараллельные инвариантные прямые

р я q данного движения g. Тогда

прямые р и q либо пересекаются,
либо являются скрещивающимися

прямыми. В первом случае точка

М пересечения прямых р и q

переходит в точку М\ которая
лежит как на прямой р, так и на

прямой q, т. е. совпадает

с точкой М. Но это противоречит условию леммы

случае прямые р и q имеют общий перпендикуляр АВ, А?р,
B?q. Так как АВ — кратчайшее расстояние между точками прямых

р и q, то в движении g точки Л и В являются неподвижными точками,

что также противоречит условию леммы. Щ}
Лемма 2. Если движение g не имеет инвариантных точек, но

имеет по крайней мере три попарно параллельные
инвариантные прямые, не лежащие в одной плоскости, то g

— параллельный
перенос на ненулевой вектор, параллельный этим прямым.

? Пусть а, Ь и с — попарно параллельные инвариантные

прямые движения g, не лежащие в одной плоскости. Рассмотрим
какую-нибудь плоскость а, перпендикулярную прямым а, Ь и с, и ее

образ о' (рис. 161). Так кака_1_аи в движении g прямая а переходит
в себя, то a -La7, поэтому а и а' — параллельные плоскости.

Обозначим через Л, В, С и Л7, В', С7 точки пересечения прямых
a, b и с соответственно с плоскостями а и а' (см. рис. 161). Так

как оА~о' и a, b и с — инвариантные прямые, то аАа\ вАв\
С&С. Обозначим через В" образ точки В' в преобразовании g.

Отрезки ВВ' и В'В" равны, поэтому В' — середина отрезка ВВ"

(точка В" не совпадает с точкой В, так как в этом случае середина
отрезка ВВ' — инвариантная точка, что противоречит условию леммы).

В движении g репер (В, Л, С, В') переходит в репер (В', Л', С, В").
Но при параллельно.м переносе на вектор р=АА' репер (В, Л, С, В7)
также переходит в репер (В', Л', С7, В/7), так как АА' =BBf —

=СС'=В'В"=р. Поэтому по лемме § 68 движение g
—

параллельный перенос на вектор р. Щ
Лемма 3. Любое движение пространства имеет по крайней мере

одну инвариантную прямую.

Эту лемму приводим без доказательства.
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§ 70. Классификация движений пространства

По аналогии с классификацией движений плоскости приведем

классификацию движений пространства в зависимости от наличия

инвариантных точек.

1. Движение имеет по крайней мере три

инвариантные точки, не лежащие на одной прямой.
Пусть Л, В и С — инвариантные точки движения g, не лежащие на

одной прямой, a AD — прямая, перпендикулярная плоскости ABC

(рис. 162). Очевидно, в движении g плоскость ABC

переходит в себя, т. е. является инвариантной плоскостью,

поэтому AD
— инвариантная прямая. Таким образом, образ D' точки D

лежит на прямой AD. Так как AD=AD\ то возможны два

случая.

1) Точка D' совпадает с точкой D. В этом случае в

преобразовании g вершины репера (Л, В, С, D) переходят в себя.

В тождественном преобразовании вершины этого репера также

переходят сами в себя, поэтому по лемме § 68 g — тождественное

преобразование. Ясно, что тождественное преобразование
—

движение первого рода.
2) Точки D и D' симметричны относительно точки А (см.

рис. 162). В преобразовании g репер /? = (Л, В, С, D) переходит

в репер /?' = (Л, В, С, D'). Но в симметрии относительно плоскости

ABC репер R также переходит в репер R', поэтому по лемме § 68 g —

симметрия относительно плоскости. Так как R | /?'<0, то

симметрия относительно плоскости — движение второго рода.
2. Движение имеет по крайней мере две

инвариантные точки Ли В, но не имеет

инвариантных точек, не лежащих на прямой АВ. В этом случае

любая точка прямой АВ является инвариантной. В самом деле,

пусть М
— произвольная точка прямой АВ, a M' — образ этой

точки. Так как при движении сохраняется простое отношение

трех точек {АВ, М)=(АВ, М'). Отсюда следует, что точки

М и ЛГ совпадают (§ 12, п. 1), т. е. М — инвариантная точка

данного движения. Таким образом, АВ является прямой
инвариантных точек.

Пусть о — произвольная
плоскость, перпендикулярная прямой АВ

и пересекающая ее в некоторой
точке Р. Плоскость о — инвариантная
плоскость данного движения,

поэтому на ней индуцируется некоторое
движение g'. Точка Р является

единственной инвариантной точкой этого

движения, следовательно, gl —

поворот вокруг точки Р на некоторый
угол ф, ф=И=0. Так как любая

плоскость, проходящая через прямую АВ,

переходит в плоскость, проходящую
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Рис. 163 Рис. 164 Рис. 165

через эту же прямую, то во всех плоскостях, перпендикулярных
к прямой АВ, индуцируется поворот с одним и тем же углом
поворота ф (рис. 163).

Рассмотренное нами движение называется поворотом
пространства вокруг прямой АВ на угол ф. Прямая АВ называется осью

поворота, а угол ф
—

углом поворота. Из предыдущего изложения

ясно, что в этом движении образ X' произвольной точки X, не

лежащей на оси, получается вращением точки X вокруг оси поворота
на угол ф в одном и том же направлении (см. рис. 163). Предлагаем
читателю самостоятельно доказать, что поворот вокруг прямой

—

движение первого рода.
Поворот пространства вокруг прямой d на угол л называется

симметрией относительно прямой d. В этом случае каждая точка М

пространства переходит в точку М', симметричную точке М
относительно прямой d (рис. 164). Отметим, что тождественное

преобразование также считается поворотом вокруг любой прямой на

угол ф= 0.
3. Движение имеет только одну

неподвижную точку Л. По лемме 3 § 69 существует по крайней мере одна

инвариантная прямая d. Ясно, что точка А лежит на прямой d,
так как в противном случае основание перпендикуляра,
проведенного из точки А к прямой d, также является инвариантной
точкой. Но это невозможно, ибо данное движение g имеет только одну
инвариантную точку.

Обозначим через а плоскость, проходящую через точку А и

перпендикулярную к прямой d. Плоскость а — инвариантная плоскость,
поэтому движение g индуцирует на плоскости о некоторое
движение g'. Движение g' имеет только одну неподвижную точку
Л, поэтому является поворотом вокруг точки Л на некоторый
угол ф, ф=й=0.

Ортонормированный репер /? = (Л, В, С, D) выберем так, чтобы

точка В лежала на прямой d, а точки С и D на плоскости а

(рис. 165). Так как В не является неподвижной точкой, то B/=g(B)
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симметрична точке В относительно точки Л. В движении g репер
/? = (Л, В, С, D) переходит в репер R' = (A, В', С, D'\
причем на плоскости а реперы (Л,С,?)) и (Л, С', D')
ориентированы одинаково, поэтому реперы R к R' ориентированы
противоположно. Отсюда следует, что g — движение второго рода.
Движение g называется поворотным отражением. Прямая d,
угол ф, плоскость а и точка А называются соответственно осью,

углом, плоскостью и центром поворотного отражения. Геометрически
поворотное отражение является произведением поворота g\ вокруг
прямой d на угол ф на симметрию g2 относительно плоскости а.

Действительно, в движении g\ репер R переходит в репер (Л, В, С, ?)')>
а в движении g2 репер (Л, В, С, D') — в репер /?', поэтому движение

g2g\ совпадает с движением g (см. лемму из § 68).
Если ф = я, то поворотное отражение является симметрией

относительно неподвижной точки.

4. Движение не имеет ни одной неподвижной
точки. Пусть g — данное движение, a d — его инвариантная
прямая (лемма 3 из § 69). По лемме 1 из § 69 любая другая
инвариантная прямая, если таковая существует, параллельна
прямой d. Возможны три случая.

1) Существуют по крайней мере три попарно параллельные

инвариантные прямые, не лежащие в одной плоскости. В этом

случае g является параллельным переносом на некоторый ненулевой
вектор р (лемма 2 из § 69). Инвариантными прямыми
являются те и^ только те прямые пространства, которые параллельны

вектору р. Ясно, что параллельный перенос
— движение первого

рода.
2) Существуют по крайней мере две параллельные

инвариантные прямые, и все другие инвариантные прямые, если таковые

существуют, лежат в плоскости а, проходящей через эти прямые. В

этом случае движение g называется скользящим отражением.

Нетрудно доказать, что g является произведением отражения^от
плоскости о на параллельный перенос на ненулевой вектор р,
параллельный плоскости о. Инвариантными являются те и только те

прямые, которые лежат в плоскости о и параллельны вектору р.
Так как отражение от плоскости — движение второго рода, а

параллельный перенос
— движение первого рода, то скользящее

отражение — движение второго рода.
3) Движение g имеет только одну инвариантную прямую d.

В этом случае оно называется винтовым движением. Можно

доказать, что g является произведением поворота вокруг прямой d с

углом поворота ф=т^0 на параллельный перенос на ненулевой вектор,

параллельный прямой d. Так как поворот вокруг прямой и

параллельный перенос являются движениями первого рода, то винтовое

движение является движением первого рода.
5. Итак, существуют шесть типов движений пространства,

которые приведены в следующей таблице:
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Движения первого рода.

1) Параллельный перенос на вектор р.
а) Параллельный перенос на вектор рфб.
б) Тождественное преобразование (р = б).

2) Поворот вокруг прямой на угол ср.
а) Поворот на угол ф, где ц>Ф0 и цфп.
б) Тождественное преобразование (ф= 0).
в) Симметрия относительно прямой (ф= я).

3) Винтовое движение.

Движения второго рода.

4) Симметрия относительно плоскости.

5) Поворотное отражение с углом поворота ф=т^0.
а) Поворотное отражение с углом поворота ф, где ф=^0
И Ц)фл.
б) Симметрия относительно точки (ф= я).

6) Скользящее отражение.

§ 71. Преобразование подобия пространства

1. Преобразование пространства называется преобразованием
подобия или просто подобием, если существует такое число &>0, что

для любых двух точек Л и В и их образов Л' и В'

выполняется равенство А'В' = kAB. Число k называется

коэффициентом подобия.

При 6 = 1 преобразование подобия сохраняет расстояния, т. е.

является движением. Следовательно, движение — частный случай
подобия. Примером преобразования подобия, отличного от движения,

является гомотетия, которая в пространстве вводится точно так же,

как и в плоскости (см. § 46). Зададим точку М0 и вещественное

число пгфО. Каждой точке М поставим в соответствие точку М' так,
ЧТОбЫ

ЫМ' =тТш. (1)
Это отображение называается гомотетией с центром Мо

и коэффициентом т. Для двух точек М\ и Л42 и их образов
М\ и Mb из формулы (1) получаем (см. § 46, п. 1):

ЩМ'2=тЩМ2. (2)

Отсюда следует, что МШг=| т \ М\М2. Таким образом,
гомотетия с коэффициентом m является преобразованием подобия с

коэффициентом k = | m I.
Выберем ортонормированный репер (О, Е\, ?г, ?з) так, чтобы
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точка О совпала с центром гомотетии. Если М (х, у, z) —
произвольная точка пространства, а точка М' (х\ у', z') — ее образ, то из

формулы (1) получаем аналитическое выражение гомотетии в

пространстве:

х' = тху у' = ту, z' = mz. (3)

Пользуясь формулами (3) точно так же, как и в п. 2 § 46,
можно доказать, что гомотетия переводит плоскость (прямую),
не проходящую через центр гомотетии, в параллельную плоскость

(прямую), а плоскость (прямую), проходящую через центр
гомотетии,— в себя. Аналогично, пользуясь формулой (2),
убеждаемся в том, что гомотетия сохраняет простое отношение

трех точек (см. доказательство свойства 2° п. 2, § 46). Отсюда
следует, что гомотетия переводит отрезок в отрезок, луч

— в луч,
полуплоскость — в полуплоскость и полупространство — в

полупространство. Из формулы (2) следует также, что гомотетия

переводит угол в равный ему угол (см. доказательство свойства 3°,
§46).

Докажем, что гомотетия с коэффициентом m сохраняет
ориентацию пространства, если /л>0, и меняет его ориентацию, если т<0.
Действительно, пусть (Л, В, С, D) — произвольный репер, а

(Л', В', С, D') — его образ. По формуле (2) получаем: А'В'=т АВ,

А'С' = тАС, A'D' =mAD, поэтому

(ABt AC, AD) | (Л'В', А'С\ A'D')=m\

Отсюда и следует сформулированное выше утверждение.
2. Теорема 1, сформулированная и доказанная в § 46,

полностью переносится на пространство, т. е. любое преобразование
подобия пространства с коэффициентом k является произведением
гомотетии с тем же коэффициентом k и произвольным центром на

некоторое движение. Отсюда следует, что подобие пространства
переводит плоскость (Ттрямую) в плоскость (прямую), параллельные
плоскости (прямые) —в параллельные плоскости (прямые).
Подобие сохраняет простое отношение трех точек, поэтому оно переводит

отрезок в отрезок, луч
— в луч, полуплоскость

— в полуплоскость,

полупространство
— в полупространство. Подобие переводит угол в

равный ему угол, взаимно перпендикулярные прямые (плоскости) —
во взаимно перпендикулярные прямые (плоскости).

Точно так же, как и на плоскости (см. § 46, п. 4), можно

доказать, что любое преобразование подобия либо сохраняет

ориентацию пространства, либо меняет ее. В первом случае
оно называется преобразованием подобия первого рода, а во

втором случае
— преобразованием подобия второго рода. Таким

образом, гомотетия с положительным коэффициентом является

преобразованием подобия первого рода, а гомотетия с отрицательным

коэффициентом (в частности, центральная симметрия, пг= — 1) —

преобразованием подобия второго рода.
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§ 72. Аффинные преобразования пространства

1. Преобразование пространства называется аффинным, если оно

любые три точки М\, М2, Мз, лежащие на одной прямой,
переводит в три точки Aff, M2, Мз, лежащие на одной прямой,
и сохраняет их простое отношение, т. е. (MiM2, Мз)— (М'\М2, Мз).
Ясно, что любое преобразование подобия, в частности любое

движение, является аффинным преобразованием.
Покажем, что существуют аффинные преобразования, отличные

от подобий. Рассмотрим следующий пример. Зададим плоскость а и

положительное число k. Каждой точке М пространства поставим

в соответствие точку М' так, чтобы

ЩМ' =1гШМ, (1)

где Мо — проекция точки М на плоскость о (рис. 166). Из

равенства (1) следует, что МоМ= — МоМ\ поэтому каждая точка

М' пространства имеет один и только один прообраз.
Таким образом, построенное отображение является

преобразованием пространства; оно называется сжатием пространства к

плоскости о. Плоскость g называется плоскостью сжатия, а число k —

коэффициентом сжатия. Очевидно, все точки плоскости о остаются

неподвижными. Если &<1, то все точки пространства, не лежащие

на плоскости а, приближаются к плоскости сжатия (рис. 166, а), а

если &>1, то все точки пространства удаляются от плоскости

сжатия (рис. 166, б), т. е. фактически имеет место растяжение.
Докажем, что сжатие к плоскости является аффинным

преобразованием. Для этого возьмем прямоугольную систему координат

Oxyz так, чтобы координатная плоскость Оху совпадала с плоскостью

а, и найдем аналитическое выражение сжатия с коэффициентом
k к плоскости Оху. Если М(х, у, z) — произвольная точка

пространства, а М' (х'9 у', z') — ее образ (рис. 166, а), то из определения
сжатия (см. формулу (1)) следует, что

х' = х, у'=у, z' = kz. (2)

Пусть Мх(хи у и zi), M2(x2i Уг, z2\ М3(*з, Уз, z3) — три точки,

iM(x,y,z)
Т"1

J/V'

\н
I
I

I м„

б)

1ро
\
I

-I

4Р'

Рис. 166
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лежащие на одной прямой, а М\ (*{, у'\, z\\ M'2 (х?, #2, 22),
Мз(*з, Уз, 2з) — их образы. Если X= (Mi7W2, M3), то по формулам
(4) из § 52 имеем:

_ Хх+Кхъ
_ yi+Xy2 z\+te2

Умножив третье равенство на k и учитывая формулы (2),
получаем:

Отсюда следует, что точки М{, МЬ, М'ъ лежат на одной прямой
и (МШь М'г)= к. Таким образом, сжатие к плоскости является

аффинным преобразованием.
Нетрудно убедиться в том, что если кф\, то сжатие к

плоскости не является подобием. В самом деле, рассмотрим,
например, три точки О (0,0,0), ?"1(1,0,0) и ?3 (0,0,1) и их

образы О'(0,0,0), Е[ (1,0,0) и Е'ъ (0,0,ft). Ясно, что ОЕ\ = 0'Е\ = ОЕъ = 1,
0'Е'ъ = к, поэтому 0/E[ = l'OEu a 0'Ei = kOEz.

Замечание. Пусть Oxyz — прямоугольная система

координат. Мы показали, что аналитическое выражение сжатия с

коэффициентом k к плоскости Оху имеет вид (2). Аналогично можно

получить аналитические выражения сжатия с коэффициентом k к

координатным плоскостям Oxz и Oyz:

х'=х, y' = ky, z'=z, (3)

x' = kx, y'=y, z'=z. (4)

2. Для аффинных преобразований пространства имеет место

основная теорема, аналогичная теореме 1 из § 48. Для ее

доказательства воспользуемся двумя леммами.

Лемма 1. Если аффинные преобразования f\ и f2 две точки

А и В переводят соответственно в точки А' и В', то f\(M)=f2(M\ где

М — любая точка прямой АВ.
Доказательство этой леммы мы опускаем, так как оно в

точности совпадает с доказательством соответствующей леммы

§48.
Лемма 2. Если аффинные преобразования f\ и f2 три

точки А, В и С, не лежащие на одной прямой, переводят соответственно

в точки А\ В' и С, то fl(M)=fe (М), где М — любая точка

плоскости ABC.
? Пусть точка М — произвольная точка плоскости ABC,

отличная от точек Л, В и С. Докажем, что f\(M)=f2 (M). Проведем через
точку М прямую так, чтобы она пересекала какие-нибудь две из

прямых АВ, ВС и СА в различных точках Р и Q. По
лемме 1 имеем: fi(P)=f2(P), fx(Q) = f2(Q). По той же лемме /i(Af)=
=h{M). ¦
Теорема 1. Пусть R=(A, В, С, D) и R' = (A', В\ С, D') —

произвольные реперы. Тогда существует одно и только одно аффин-
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ное преобразование, которое переводит репер R в репер R'. При этом

любая точка М с данными координатами в репере R переходит
в точку М' с теми же координатами в репере R'.

О 1) Рассмотрим отображение f, которое произвольную точку
М(х, у, z) в репере R переводит в точку М'(х, у, z) в репере
/?'. Предлагаем читателю по аналогии с доказательством теоремы

1 из § 48 доказать, что f — искомое аффинное преобразование.
2) Докажем, что если fi — какое-нибудь аффинное

преобразование, которое переводит репер R в репер /?', то f\ совпадает

Пусть М — произвольная точка пространства. Проведем через

точку М прямую так, чтобы она пересекала какие-нибудь две

из плоскостей, содержащих грани тетраэдра ABCD, в различных
точках Р и Q. По лемме 2 f(P)= fx(P\ f(Q)=fx(Q). Отсюда, используя

лемму 1, получаем: f(M)= f\(M). Таким образом, отображения / и

/i совпадают, т. е. / — единственное аффинное преобразование,
которое переводит репер R в репер R'. При этом аффинном
преобразовании точка М (х, у, z)R переходит в точку М' (х, г/, z)R,. Щ

3. Пользуясь этой теоремой, можно доказать, что

аффинное преобразование пространства переводит плоскость (прямую)
в плоскость (прямую), причем параллельные плоскости (прямые) —
в параллельные плоскости (прямые). Так как аффинное
преобразование сохраняет простое отношение трех точек, то оно переводит
отрезок в отрезок, луч

— в луч, полуплоскость
— в полуплоскость,

полупространство — в полупространство. Далее, любое аффинное
преобразование либо сохраняет ориентацию пространства, либо
меняет его ориентацию. В первом случае оно называется аффинным
преобразованием первого рода, а во втором случае

— аффинным
преобразованием второго рода.

Заметим, что основные свойства аффинных преобразований
совпадают со свойствами подобия. Существенное отличие аффинных
преобразований от преобразований подобия заключается в том, что

при аффинном преобразовании, вообще говоря, величина угла не

сохраняется. Действительно, пусть R = (Of Л, В, С) и R' =

={0\jA\ В\ С) — два репера таких, что /.АОВф Z.A'0'B'. По
основной теореме существует аффинное преобразование, которое
переводит репер R в репер R'. При этом, очевидно, угол
АОВ переходит в угол А'О'В', причем А.АОВФ /-А'О'В'.

4. Найдем аналитическое выражение^ аффинного преобразования в

произвольной аффинной системе координат Ое\е2ез. Задача решается точно так же, как и

аналогичная задача на плоскости (§ 48, п. 4).
Данное аффинное преобразование f зададим репером R=(0, E\, ?2, ?з), где

ОЕ\ — еи 0?2 = в2, 0?3= ?з, и его образом /?/=(0/, ?f, E'2i E'z). Мы предполагаем,
что даны координаты точки О' (а:0, уо, Zo) и координаты векторов 0'E[{c\\, c2i, C31),

0'Е'2 (ci2, C22, С32), 0'?з (ci3, C03, сзз).

Пусть произвольная точка М пространства в репере R имеет координаты

(х, и. А а ее образ М' — координаты (х\ у\ z'\ По теореме 1 точка М'

в репере R' имеет координаты (х, у, z\ поэтому, используя формулы (3) из § 54,
получаем:
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Х' = СцХ+ С12У+ С\Лг+Хо,
y'=C2lX+ C22y+ C23Z+yo. (5)
2'=Сз1Х+ Сг2у-\-Сг&-\-2о.

Итак, получено аналитическое выражение аффинного преобразования /. Матрица

/ С\\ С\2 С\ъ \

[ С2\ С22 С23 ]* (б)
\ Съ\ С32 Сзз /

составленная из коэффициентов при х, у и z, является матрицей перехода от репера R
к реперу R\ поэтому определитель б этой матрицы отличен от нуля. Так как h =R\R\
то если / — аффинное преобразование первого рода (второго рода), то б>0(б<:0).

Имеет место следующая теорема, доказательство которой мы опускаем, так

как оно по существу ничем не отличается от доказательства теоремы 3 из § 48.

Теорема 2. Если отображение f пространства в аффинном репере задано
аналитически формулами (5), где определитель б матрицы (6) отличен от нуля, то

f — аффинное преобразование. При этом, если 6>0(6<С0), то f—аффинное
преобразование первого (второго) рода.

5. Так как движение
— частный случай аффинных преобразований, то для того

чтобы получить аналитическое выражение движений пространства, можно
использовать те же формулы (5). Но в этом случае на элементы матрицы (6) накладываются

дополнительные ограничения. Предположим, что исходная система координат Oijk
прямоугольная. Тогда соответствующий репер R и его образ R' — ортонормированные
реперы. Поэтому матрица (6) является ортогональной матрицей. Таким образом,
аналитическое выражение движения в прямоугольной системе координат имеет вид (5),
где матрица (6) ортогональная. __

Пусть f — преобразование подобия с коэффициентом k, a Oijk — какая-нибудь
прямоугольная система координат. Для того чтобы найти аналитическое выражение

подобия f в этой системе, представим / в виде f= gh, где h — гомотетия

с коэффициентом k и центром О, a g
— некоторое движение (см. § 71, п. 2).

Гомотетия h в системе координат Oijk задается формулами (3) из § 71:
x' = kx, y' = ky, z'=kz, а движение g

— формулами (5), где (6) —ортогональная
матрица. Таким образом, аналитическое выражение подобия f имеет вид:

x,=k{cux-\-C\2yJrC\zz)JtXQ,
y'=k (C2\X+ C22y-\-C23Z)+yo,

Z'=k (CziX-\-C32y+ C33Z)+ ZQ,

где матрица (6) составленная из сгу, ортогональная.

§ 73. Группа аффинных преобразований и ее подгруппы.

Групповой подход к геометрии

1. Обозначим через Аз множество всех аффинных преобразований
пространства. Если fi^Az и /гб^з, то, очевидно, и /г/чб^з (см. § 50,
п. 1). Докажем, что если /б^з, то /_16Л3. Действительно, пусть
Л, В и С — три точки, лежащие на одной прямой, и (ЛЯ, С)= Х.

Рассмотрим образы точек Л и В: Л/=/~1(Л), В'=f~\B). На

прямой Л'В'возьмем точку С так, чтобы (А'В\ С') =К и докажем,

что C'=f~{(C). Так как / — аффинное преобразование, то

(f(A')f(B'), f(C'))= X или (АВ, f(C')) = K. Таким образом, (АВ, С)=

=(ЛВ, /(C)), т. е. C =f(C) или С'=Г\С).
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Итак, множество Л3 всех аффинных преобразований пространства
образует группу (см. § 40, п. 3). Она называется группой
аффинных преобразований пространства.

Рассмотрим важнейшие подгруппы этой группы.
а) Пусть Рз — множество всех подобий пространства. Если

g?Ps и /б^з, то, очевидно, /?бРз. Далее, если g?Ps, то и g~ldPs.
Таким образом, множество Ръ является группой преобразований.
Она называется группой преобразований подобия пространства (или,
короче, группой подобий). Ясно, что группа подобий является

подгруппой группы аффинных преобразований.
б) Пусть Ьз — множество всех движений пространства. Если

g?D3 и f6#3, то, очевидно, fg^Dz. Далее, если g?D3, то g~l?Dz.
Таким образом, множество D$ является группой. Она называется

группой движений пространства. Эта группа является подгруппой
группы подобий, а также подгруппой группы аффинных
преобразований.

Другими примерами подгрупп аффинных преобразований
являются: в) множество всех аффинных преобразований первого
рода; г) множество всех аффинных преобразований пространства,
каждое из которых оставляет фиксированную точку О неподвижной

(группа центро-аффинных преобразований); д) множество всех

аффинных преобразований пространств, для каждого из которых

определитель б матрицы (6) (§ 72) равен единице (группа эквиаф-
финных преобразований пространства); е) множество всех

параллельных переносов (группа переносов пространства). Читатель,
пользуясь признаком подгруппы (см. § 40, п. 3), может

самостоятельно доказать, что каждое из указанных выше множеств является

подгруппой группы аффинных преобразований.
2. Теория геометрических преобразований сыграла важную

роль в формировании взглядов на геометрию. Если

проанализировать основные определений, теоремы и другие утверждения,
известные нам из курса геометрии, то можно прийти к выводу, что

по существу в геометрии изучаются те свойства геометрических
фигур, которые остаются неизменными при определенной группе
геометрических преобразований. В большинстве случаев такой группой
является группа подобий или группа движений.

Эти наблюдения не случайны. Теория геометрических
преобразований лежит в основе общего определения геометрии, позволяющего

разобраться в сходствах и различиях между разными ветвями

этой математической дисциплины.
Так чем же занимается геометрия? Рассмотрим общую схему,

лежащую в основе определения геометрии.
Пусть дана группа преобразований G некоторого непустого

множества Е. Любое подмножество множества Е мы называем фигурой.
Напомним, что две фигуры F и ?' называются G-эквивалентными,
если в группе G существует такое преобразование f, что F'=f(F).
Понятие G-эквивалентности является отношением эквивалентности

на множестве всех подмножеств множества Е. Для конкретных
групп преобразований термин «G-эквивалентность» заменяется
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другим термином. Например, если Е — обозначение точечного

пространства, a G — группа движений, то «G-эквивалентность»
заменяется термином «равенство» или «конгруэнтность». Если G — подобие,
то «G-эквивалентность» заменяется термином «подобие», а если

G — группа аффинных преобразований, то термином «аффинная
эквивалентность».

Пусть F — данная фигура. Те свойства этой фигуры, которые
сохраняются при любых преобразованиях из G (т. е. свойства,
общие для F и любой другой фигуры F', которая G-эквивалентна F),
называются инвариантными свойствами (инвариантами) фигуры F
относительно группы G. Так, свойство фигуры в пространстве быть
плоскостью (или прямой) является ее инвариантным свойством
относительно группы Л3. Свойство фигуры лежать в плоскости

также является инвариантным свойством. Простое отношение трех

точек прямой является инвариантом группы Л3 — основной
инвариант этой группы. Мера угла

— основной инвариант группы подобий,
а длина отрезка

— основной инвариант группы движений. Свойство

четырехугольника быть параллелограммом является инвариантным
свойством относительно группы Лз, а свойство четырехугольника
быть прямоугольником

—

инвариантным свойством относительно

группы /V
3. Теперь можно дать общее определение геометрии. Геометрия —

это наука, изучающая такие свойства фигур, которые остаются

инвариантными при всех преобразованиях некоторой группы G.
Из этого определения следует, что если две фигуры G-эквивалентны,
то они обладают одними и теми же свойствами, которые
называются геометрическими. Отсюда вытекает также, что в принципе
можно построить много различных геометрий, так как имеется

много различных групп преобразований.
Такой взгляд на геометрию (или, как говорят, групповой

подход к геометрии) был впервые сформулирован известным

немецким математиком Феликсом Клейном в его работе
«Сравнительное обозрение новейших геометрических исследований» («Эрланген-
ская программа»), изданной в 1872 г. при вступлении ее автора

преподавателем Эрлангенского университета.

Среди различных геометрий наиболее распространенными
являются аффинная геометрия, где в качестве группы G

принимается группа аффинных преобразований, евклидова геометрия, где

в качестве группы преобразований принимается группа
преобразований подобия (главная группа). Иногда евклидову геометрию
понимают как геометрию, где G — группа движений. Каждая из этих

геометрий является вполне содержательной самостоятельной наукой.
В аффинной геометрии можно говорить о точках, прямых и

плоскостях, так как при любых аффинных преобразованиях точка переходит
в точку, прямая

— в прямую, а плоскость — в плоскость. Понятия

равнобедренного треугольника, прямоугольника, прямоугольного

параллелепипеда, окружности, сферы отсутствуют в этой геометрии.
Они относятся к геометрии, где G — группа подобий. С другой
стороны, аффинными являются понятия многоугольника, параллело-
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грамма, параллелепипеда, трапеции. Аффинными являются также

понятия эллипса, гиперболы, параболы.
В качестве типичной для аффинной геометрии теоремы

отметим теорему о том, что три медианы треугольника
пересекаются в одной точке и делятся в ней в отношении 2:1. Другой пример:

средняя линия треугольника параллельна основанию и равна его

половине. В то же время хорошо известная из курса средней
школы теорема Пифагора не является теоремой аффинной
геометрии. Эта теорема относится к евклидовой геометрии.

В обычном школьном курсе в основном изучают евклидову
геометрию, хотя некоторые вопросы, рассматриваемые в школе,

относятся к аффинной геометрии.
Замечание. Сформулированный выше групповой подход к

геометрии позволил выработать на эту дисциплину весьма общую
точку зрения. Конец XIX в. и первая половина XX в. были богаты

первоклассными геометрическими исследованиями. При этом в

качестве основной (или, как говорят, фундаментальной) группы G
брали группу движений, группу подобий, либо аффинную группу и ее

обобщения.
Но практические приложения геометрии привели к тому, что к

настоящему времени разработаны многие геометрические теории,
которые не укладываются в схему Эрлангенской программа Ф. Клейна.
О них пойдет речь во второй части нашего курса.



Глава IX

ИЗУЧЕНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО

ПОРЯДКА ПО КАНОНИЧЕСКИМ УРАВНЕНИЯМ

§ 74. Поверхности второго порядка. Метод сечений

1. Напомним, что уравнением поверхности в некоторой системе

координат в пространстве называется уравнение

F(x, у, z)=0, (1)

которому удовлетворяют координаты любой точки поверхности и

не удовлетворяют координаты ни одной точки, не принадлежащей
этой поверхности (см. § 57). Так, в аффинной системе координат
уравнение первой степени Ax-\-By-\-Cz-\-D =0 есть уравнение
плоскости (теорема из § 60). В прямоугольной системе координат
уравнение (х — а)2 + (у — b)2+(z— cf= r2 есть уравнение сферы с

центром С (а, 6, с) радиуса г (§ 57, п. 2).
Все поверхности подразделяются на два больших класса:

алгебраические и неалгебраические (или трансцендентные).
Поверхность S называется алгебраической, если в какой-нибудь аффинной
системе координат ее уравнение можно записать в виде (1), в

котором F (jc, у, z)
— многочлен относительно х, у, z, т. е.

алгебраическая сумма конечного множества членов вида axpyqzr, где

коэффициент а — действительное число, отличное от нуля, а р, q и г —

неотрицательные целые числа. Число p~\-q-\-r называется степенью

члена axpyqzr, где а Ф 0. Степенью многочлена называется наивысшая

из степеней его членов.

Порядком алгебраической поверхности называют степень ее

уравнения в какой-либо аффинной системе координат (т. е. степень

многочлена F (х> у, z) в уравнении (1) этой поверхности). Можно

доказать, что свойство поверхности быть алгебраической, а также

порядок не зависят от выбора аффинной системы координат.
Доказательство этого утверждения аналогично доказательству

соответствующей теоремы для алгебраических линий (§ 18), поэтому мы его

опускаем. Все поверхности первого порядка являются плоскостями.

Сфера является примером поверхности второго порядка.
В этой главе будут изучены поверхности второго порядка.

Поверхностью второго порядка называется множество всех точек

пространства, координаты которых в какой-либо аффинной системе

координат удовлетворяют уравнению второй степенш

ацх2 -\-а22У2+as$z2 + 2ai2xy+ 2a\3XZ+ 2a23yz +2awx+ 2a2oy +
+2a3oZ+aoo = 0, (2)

216



где ац, a22, ..., aoo — действительные числа, причем не все

коэффициенты при членах второй степени равны нулю.
Мы не будем исследовать общее уравнение (2) поверхности

второго порядка, а рассмотрим лишь основные типы таких

поверхностей, используя их простейшие (так называемые

канонические) уравнения. При этом для изучения формы поверхности
часто будем прибегать к методу сечений, который описан в

следующем пункте.
2. Метод сечений применим к любой поверхности, а не только

к поверхности второго порядка. При этом оказывается удобно
пользоваться прямоугольной системой координат. Сущность метода

сечений состоит в следующем.

Пусть поверхность S задана в прямоугольной системе координат
уравнением (1). Поверхность S пересекаем плоскостями,
параллельными координатным плоскостям (или самими координатными
плоскостями), и находим линии пересечения поверхности с этими

плоскостями. По виду этих линий и выносится суждение о форме
поверхности S. Применение метода сечений основано на следующей
теореме.

Теорема. Пусть в прямоугольной системе координат Olfk
заданы поверхность S уравнением (1) и плоскость о, параллельная
плоскости Оху или совпадающая с ней, уравнением z=h. Если
поверхность S пересекается с плоскостью о по линии у, то проекция
линии у на плоскость Оху в системе координат Oij имеет уравнение

F(x, у, А)= 0. (3)

? Пусть у' — проекция линии у на плоскость Оху (рис. 167).
Докажем, что на плоскости Оху координаты любой точки линии у'
удовлетворяют уравнению (3), а координаты точки плоскости Оху,
не лежащей на линии у\ не удовлетворяют этому уравнению.

Возьмем произвольную точку Мг линии у\ которая в системе

координат Oij на плоскости Оху имеет координаты х\ у'. Эта же

точка в системе координат Oljk в пространстве имеет координаты
(х\ у\ 0). Так как точка ЛГ лежит

на кривой у', то она является

проекцией некоторой точки М

кривой у. Ясно, что точка М в

пространстве имеет координаты
М (х\ у', h) (см. рис. 167). Но точка

М лежит и на поверхности S,
поэтому координаты точки М

удовлетворяют уравнению (1):
F(x', y\ А) = 0. Мы получили, что

координаты произвольной точки

ЛГ, лежащей на линии у',
удовлетворяют уравнению (3).

Возьмем теперь на плоскости

Оху произвольную точку Р' (х*, у*),

М'(х'у)
Рис. 167
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не лежащую на линии у'. Проведем через точку Р' прямую с

направляющим вектором к и обозначим через Р точку пересечения
этой прямой с плоскостью а. Так как точка Р' имеет в пространстве
координаты (#*, у*, 0), то точка Р имеет координаты (**, (/*, h).
Но точка Р' не лежит на кривой у\ поэтому точка Р не может

лежать на кривой у. Следовательно, координаты точки Р не

удовлетворяют уравнению (3) поверхности S: F(x*, у*, к)Ф0.
Значит, если точка плоскости Оху не лежит на линии у', то ее

координаты не удовлетворяют уравнению (3). Ц
Следствие. Линия у пересечения поверхности S с

плоскостью а, параллельной плоскости Оху, равна проекции у'
этой линии на плоскость Оху.

? В самом деле, параллельный перенос на вектор p=—hk
переводит каждую точку М?у в соответствующую точку М'?у'.
Следовательно, существует движение, которое совмещает линию

у с линией у', а это значит, что эти линии равны. |

§ 75. Поверхности вращения

1. Поверхность, которая вместе с каждой своей тонкой содержит
всю окружность, полученную вращением этой точки вокруг

некоторой фиксированной прямой d, называется поверхностью
вращения1 (рис. 168). Прямая d, вокруг которой производится вращение,
называется осью вращения. Вращение точки вокруг оси происходит
в плоскости, перпендикулярной оси. В сечении поверхности
вращения плоскостями, перпендикулярными оси вращения, получаются
окружности, которые называются параллелями. Плоскости,
проходящие через ось вращения, пересекают поверхность вращения по

линиям, называемым меридианами.
2. Поверхность вращения может быть образована

следующим образом. Пусть в плоскости а даны прямая d и линия у

(рис. 169). Поверхность, образованная вращением линии у вокруг

прямой d, есть поверхность вращения с осью вращения d. Каждая
точка линии у, вращаясь вокруг прямой d, образует параллель
этой поверхности.

Докажем теорему, которая позволяет найти уравнение
поверхности вращения по уравнению линии у на плоскости сг^

Теорема. В прямоугольной системе координат Oijk уравнение

x2+y2=f2(z) (1)
есть уравнение поверхности вращения, образованной вращением

вокруг оси Oz линии, заданной уравнениями:

x=f(z),y=0. (2)
? Пусть S — поверхность вращения, образованная вращением

1 Если точка М лежит на прямой d, то «окружность», полученная вращением
точки М вокруг прямой d, имеет нулевой радиус и состоит из самой точки М.

218



Рис. 168 Рис. 169

вокруг оси Oz линии y, заданной уравнениями (2) (рис. 169). Докажем,
что уравнение (1) является уравнением поверхности S.

Возьмем произвольную точку М (х\, у и z\) пространства и

проведем через нее плоскость, перпендикулярную оси Oz. Обозначим

через Мо точку пересечения этой плоскости с осью Oz. Окружность
со этой плоскости с центром Мо и радиусом МоМ пересекает плоскость

Oxz в двух точках, которые обозначим через М\ и М2 (рис. 170).
Отрезки AfoAf 1, М0М2 и МоМ — радиусы окружности ш, поэтому они

равны друг другу. Так как М0М=ух2-{-у2, то точки М\ и М2 имеют

координаты

Afi(-V*? + </?, 0, 20, М2(-л/х2+у2, 0, z,).

Если точка М принадлежит поверхности S, то со — параллель
поверхности, поэтому одна из точек М\ или М2 принадлежит линии

7 (см. рис. 169), следовательно, -\Jx2-\-y2=f (z\) или —-\Jx2-\-y2=
=f(z\). Возведя соответствующее уравнение в квадрат, получаем:

*?+??=/* (г,).
Пришли к выводу, что если

M?S, то координаты точки М

удовлетворяют уравнению (1).
Если точка М не принадлежит

поверхности S, то ни одна. из

точек М\ и М2 не принадлежит
линии у, т. е. -yx?+y?^=f (zi)
и —^/х2-\-у2Ф1(г\). Отсюда
следует, что x2i+y2i=^=f2(zi), т. е.

координаты точки М не

удовлетворяют уравнению (1).
Итак, доказано, что уравнение

(1) определяет поверхность S. Щ Рис. 170
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Замечание. Аналогично можно

убедиться в том, что в прямоугольной системе

координат уравнение z2-\-y2 = g2 (x)
определяет поверхность вращения, образованную
вращением вокруг оси Ох линии, заданной

уравнениями y=g(x\ z= 0, а уравнение
х -{-z2 = h2 (у) определяет поверхность,
образованную вращением вокруг оси Оу линии,

заданной уравнениями: х= А(у), 2= 0.

Пример 1. В плоскости Oxz

прямоугольной системы координат Oxyz дана

окружность x2-\-z2 — r2 с центром в начале

координат радиуса г. Написать уравнение
поверхности S, образованной вращением
этой окружности вокруг оси Oz.

Решение. Сначала получим
уравнения вида (2) линии у, от вращения

которой вокруг оси Oz образуется поверхность. Из уравнения
данной окружности находим: х= ±yr2— z .

Здесь знаку « + » соответствует одна полуокружность, а

знаку «—»
—

другая полуокружность данной окружности. Ясно, что

при вращении вокруг оси Oz каждой из этих полуокружностей
получается та же поверхность, что и при вращении всей
окружности.

Поэтому в качестве линии у можно взять одну из указанных

полуокружностей, например полуокружность, заданную
уравнениями:

Рис. 171

:=^Jr2-z\ у= 0.

По доказанной теореме уравнение поверхности S имеет вид (1):

;c2 + y2 = (Vr2-22)2, или x2+y2+ z2 = r2.

Таким образом, поверхностью S является сфера радиуса г с

центром в начале координат.
Заметим, что доказанная теорема верна и в том случае,

когда в уравнениях (2) функция f (z) является постоянной.

Рассмотрим пример.
Пример 2. В плоскости Oxz прямоугольной системы

координат Oxz дана прямая х= а, параллельная оси Oz. Написать

уравнение поверхности, образованной вращением этой прямой вокруг
оси Oz.

Решение. В данном случае уравнения (2) имеют вид: х=а,

у= 0. По доказанной теореме поверхность вращения определяется
уравнением х2-\-у2 = а2. Эта поверхность, как известно из школьного

курса геометрии, называется цилиндром вращения (или прямым

круговым цилиндром). Она изображена на рисунке 171.
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§ 76. Цилиндрические поверхности

1. Поверхность, обладающая тем свойством, что вместе с каждой
точкой М она содержит всю прямую, проходящую через М,

параллельную данному ненулевому вектору р, называется
цилиндрической поверхностью или цилиндром. Прямые, параллельные вектору
р и принадлежащие цилиндрической поверхности, называются

образующими этой поверхности.

Цилиндрическая поверхность может быть^ образована
следующим образом. Пусть у

—

некоторая линия, ар
— ненулевой вектор.

Поверхность, образованная всеми прямыми, каждая из которых

проходит через некоторую точку линии у параллельно вектору р,

будет цилиндрической. В этом случае линия 7 называется

направляющей этой поверхности (рис. 172).
Докажем следующую теорему.
Теорема. Пусть в пространстве дана прямоугольная

система координат Offk и в плоскости Оху в системе координат Off
задана линия у своим уравнением

F(x,y)=0. (1)

Тогда уравнение (1) определяет в пространстве цилиндрическую
поверхность S с направляющей линией у и образующими,
параллельными вектору k.

? Возьмем произвольную точку М (х\, у\, z\) пространства
и рассмотрим прямую с направляющим вектором k, проходящую
через эту точку. Эта прямая пересекает плоскость Оху в некоторой
точке Mi, которая в системе Oijk имеет координаты (х\, уи 0).
Эта же точка М\ на плоскости Оху в системе Off имеет координаты
(хи У\).

Если М — точка поверхности S, то прямая ММ\ является

образующей поверхности S, поэтому точка М\ лежит на кривой у.
Отсюда следует, что координаты (х\, у\) точки М\ удовлетворяют
уравнению (1) линии у: F (х\9 у\)= 0. Полученное равенство
означает, что координаты точки М(х\, у\, z\) удовлетворяют уравнению

Если точка М не принадлежит поверхности S, то точка М\
не лежит на кривой у, поэтому ее координаты (х\, у\) не

удовлетворяют уравнению линии у: F (х\, у\)ф0. Полученное неравенство
означает, что координаты точки М (х\9 у\, z\) не удовлетворяют
уравнению (1).

Итак, доказано, что уравнение (1) есть

уравнение цилиндрической поверхности с

направляющей линией у и образующими,
параллельными оси Oz (одной из

образующих будет служить сама ось Oz, если

067). ¦
Замечание. Аналогично можно

убедиться в том, что если уравнение
G (x, z)= 0 в плоскости Oxz в системе Oik
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Рис. 173 Рис. 174

определяет линию у\ то это же уравнение в пространстве определяет
цилиндрическую поверхность, для которой линия у' служит
направляющей, а образующие параллельны оси Оу.

Точно так же, если уравнение Н (у, z) = 0 в плоскости Oyz в

системе Ojk определяет линию у", то это же уравнение в

пространстве определяет цилиндрическую поверхность с направляющей у" и

образующими, параллельными оси Ох.
2. Если уравнение (1) является уравнением второй степени

относительно х и у (т. е. если у
— линия второго порядка), то

цилиндрическая поверхность с направляющей у и образующими,
параллельными вектору fe, является цилиндрической
поверхностью второго порядка (короче, цилиндром второго порядка).
Этот цилиндр называется эллиптическим, гиперболическим,
параболическим в зависимости от того, является ли его направляющая

(1) эллипсом, гиперболой или параболой.
Возможен также случай, когда направляющая у

цилиндрической поверхности распадается на прямые d\ и di (пересекающиеся,
параллельные или слившиеся). Проведя через каждую точку линии

у прямую, параллельную вектору k, мы получим плоскости^ о\ и <Т2,

проходящие через прямые d\ и d<i и параллельные вектору k. В этом

Рис. 175 Рис. 176
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случае мы скажем, что цилиндр

второго порядка распадается на

пару плоскостей о\ и (Т2.

Если прямоугольную систему
координат Oijk выбрать так, чтобы

образующие цилиндрической
поверхности второго порядка были

параллельны вектору k, а^направ-
ляющая у в системе Oij имела

каноническое уравнение, то

указанные выше цилиндрические
поверхности определяются
следующими уравнениями:

Рис. 177

х и

—+?-=1 —эллиптический цилиндр (рис. 173);

х

—тт=
—* —гиперболический цилиндр (рис. 174);

у2 = 2рх —параболический цилиндр (рис. 175);
г2 и2

^- =0
а2 Ь2

х2-а2 = 0,
афО
х2 = 0

цилиндр, распавшийся на пару пересекающихся
по оси Oz плоскостей (рис. 176);
цилиндр, распавшийся на пару параллельных
плоскостей (рис. 177);
цилиндр, представляющий собой пару
слившихся плоскостей.

Эти уравнения называются каноническими уравнениями

соответствующих цилиндрических поверхностей второго порядка.
Замечание. Если в каноническом уравнении эллиптического

цилиндра а = 6, то направляющей цилиндра служит окружность
х2-\-у2 = а2, лежащая в плоскости Оху. В этом случае поверхность
является цилиндром вращения (см. § 75, пример 2).

§ 77. Конические поверхности второго порядка.
Конические сечения

1. Конической поверхностью или конусом с вершиной в точке Мо
называется поверхность, которая обладает тем свойством, что

вместе с каждой своей точкой М, отличной от точки Мо, эта

поверхность содержит прямую МоМ.

Прямые, проходящие через вершину конуса и лежащие на нем,

называются образующими этого конуса. Отметим, что из

определения конуса вовсе не следует, что он имеет единственную
вершину. Например, плоскость является конической поверхностью,
каждая точка которой может быть принята в качестве вершины.

Коническую поверхность можно получить следующим образом.
Рассмотрим в пространстве линию у и точку Мо, не лежащую на

линии у. Поверхность, образованная всеми прямыми, каждая из
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а)

Рис. 178

которых проходит через точку М0 и через некоторую точку линии

Y, является конической поверхностью с вершиной Mq (рис. 178, а).
В этом случае линия у называется направляющей. На рисунке 178, б

изображена коническая поверхность Ф с вершиной в начале

прямоугольной системы координат Olfk, направляющей которой служит
эллипс у:

^+JL=l, z= c, (сфО). (1)

Найдем уравнение этой конической поверхности. Пусть точка

М (х, у, z), отличная от точки О, принадлежит конусу Ф. Тогда
прямая ОМ пересечет направляющую у в некоторой точке N (х\, у\, с).

Так как ОМфб и векторы ON и ОМ коллинеарны, то найдется

такое вещественное число t, что ON=tOM, или в координатах:

xx=tx, yx=ty, c = tz.

Отсюда, учитывая, что гфО (так как сФО), находим:

хх=—, у\=—. Подставив полученные выражения х\, у\ в первое•

СХ
и —

из равенств (1), после очевидных преобразований найдем:
V2 1I2 У2
—-М —= 0. (2)

Заметим, что этому уравнению удовлетворяют и координаты
точки О (0, 0, 0) — вершины конуса. Таким образом, координаты
любой точки конуса Ф удовлетворяют уравнению (2).

Возьмем теперь какую-нибудь точку М\(х\, у\, Z\\ не

принадлежащую конусу Ф (см. рис. 178, б). Точка М\ не совпадает с точкой

О, поэтому если Zi=0, то х\Ф0 или у\ф0. Отсюда следует, что
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координаты точки Mi не

удовлетворяют уравнению (2).
Рассмотрим случай, когда zi=^0. Прямая
ОМ\ пересечет плоскость z= с в

некоторой точке N\ (х2, у2, с).
Как и выше, мы находим:

(3)*2=—, У2——
Z\ Z\

окружность

Рис. 179

По условию М^Ф, и поэтому
точка N\ не лежит на эллипсе у.

Отсюда следует, что числа x2j

у2, с не удовлетворяют системе (1),
2 у2

т. е. -4+~ ф1- Подставляя сюда
аг Ь1

вместо х2) У2 их выражения по

формулам (3), получим:

Итак, если точка Mi не принадлежит конусу Ф, то ее координаты
не удовлетворяют уравнению (2).
Мы доказали, что уравнение (2) и есть уравнение конуса Ф.

Это уравнение есть уравнение второй степени, поэтому конус Ф

называется конусом второго порядка. Уравнение (2) называется

каноническим уравнением конической поверхности второго порядка.
2. В случае, когда направляющая (1) конической поверхности

второго порядка является окружностью, т. е. когда а= 6,
уравнение (2) принимает вид:

—+i?——=0. (4)а2^а2 с2
W

Поверхность, определяемая этим уравнением в прямоугольной
системе координат, называется круговой конической поверхностью
или круговым конусом (рис. 179). Как легко заметить, эта поверхность
образована при вращении вокруг оси Oz прямой,^ лежащей в

плоскости Oxz и заданной в системе координат Oik уравнением

х=—z. Все образующие круговой конической поверхности

составляют один и тот же угол ао с плоскостью Оху, где tg ао=—(рис. 179).
3. Рассмотрим сечения круговой конической поверхности (4)

различными плоскостями. Возможны три случая.
1) Плоскость сечения параллельна координатной плоскости

Оху или совпадает с ней. В этом случае она имеет уравнение
z= А, поэтому по теореме о сечениях проекция сечения на плоскость

2 2 1,2

Оху определяется уравнением -?--|--^г = —- или х2-\-у2= г2, где

г= —-. Если 1гфОу то этим уравнением определяется окружность
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Рис. 180

радиуса г с центром в начале координат, а если /г = 0 — начало

координат (рис. 179). Таким образом, любая плоскость, параллельная
плоскости Оху, пересекает круговой конус (4) по окружности.

2) Плоскость сечения а0 проходит через вершину конуса и

образует с плоскостью Оху угол а, где 0<а<-|-. Из наглядно

геометрических соображений ясно, что возможны три случая: а) если

ос<ао, то плоскость ао, кроме вершины, не имеет других общих
точек с круговым конусом (плоскость ао на рис. 180, а); б) если

а= ао, то плоскость ао и круговой конус имеют одну и только одну
общую образующую. В этом случае говорят, что плоскость ао

касается конуса по образующей (плоскость ао на рис. 180, б);
если а>осо, то плоскость ао и круговой конус имеют две общие

образующие (плоскость ао на рис. 180, в).
Итак, плоскость ао, проходящая через вершину конуса, либо не

имеет ни одной общей точки с круговым конусом, кроме вершины,
либо касается конуса, либо пересекает конус по двум образующим.

3) Плоскость сечения а не проходит через вершину конуса и

образует с плоскостью Оху угол а, где 0<а^-^-. Можно доказать,

что в этом случае кривая у пересечения плоскости а с круговым

конусом есть эллипс, парабола или гипербола (рис. 180, а, б и в).

Для доказательства этого утверждения впишем в конус сферу так, чтобы она

касалась плоскости а. Пусть F — точка касания сферы с плоскостью а, а' —

плоскость, в которой лежит окружность касания сферы с конусом (рис. 181, a), a d —

прямая, по которой пересекаются плоскости а и а'. Так как плоскости а' и Оху

параллельны, то угол между плоскостями а и а' равен а.

Возьмем на кривой у произвольную точку М и обозначим через М' точку
пересечения образующей ОМ с плоскостью а'. Пусть N — основание перпендикуляра,

проведенного из точки М к прямой d, аЯ — основание перпендикуляра,

проведенного из точки М к плоскости а' (см. рис. 181, б). Очевидно, 2. MNH= a, Z. ЬЛМ'Н=
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= ао, поэтому
МН

= sin ао,
МН

Рис. 181

= sin а. Отсюда получаем:
ММ'

MM' MN
" "

MN sinao
Но отрезки MF и ММ' равны (см. рис. 181, а) как отрезки касательных к одной сфере

.. -

л
MF sin a

из точки М. Таким образом,
MN sin ao

Итак, доказано, что отношение расстояния от каждой точки М кривой у до

с „ , sin a
точки F к расстоянию от нее до прямой а равно е=—: , т. е. постоянно и не

sin ao

зависит от выбора точки М на кривой у. Можно доказать и обратное утверждение:
каждая точка плоскости а, обладающая этим свойством, лежит на кривой у.
Предлагаем читателю доказать это утверждение самостоятельно.

Из теоремы § 30 и определения параболы заключаем, что если e<Cl, то 7 —

эллипс, если 8=1—парабола, а если е>1— гипербола. При этом точка F

и прямая d — соответствующие фокус и директриса кривой, а е — эксцентриситет.
Выясним геометрический смысл каждого из этих случаев в зависимости от

взаимного расположения плоскости а и кругового конуса. Для этого приведем
плоскость ao, проходящую через вершину О конуса и параллельную плоскости а.
В соответствии с вышеизложенным (см. случай 2) возможны три случая.

а) Плоскость ao, кроме вершины, не имеет общих точек с круговым
конусом. В этом случае a<ao, поэтому sin a<sin ao, т. е. е<1, и, следовательно,

у — эллипс (рис. 180, а).
б) Плоскость ao касается кругового конуса по образующей. В этом случае

a= ao, поэтому sin a= sin ao, 8=1, и, следовательно, линия у — парабола
(рис. 180, б).

в) Плоскость ao пересекается с круговым конусом по двум образующим.
В этом случае sin a>sin ao, е>1, и, следовательно, у — гипербола (рис. 180, в).

Коническим сечением называется линия, по которой пересекается
круговой конус с произвольной плоскостью, не проходящей через
его вершину. Таким образом, коническими сечениями являются

эллипс, гипербола и парабола.
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§ 78. Эллипсоид

1. Эллипсоидом называется поверхность, которая в некоторой
прямоугольной системе координат определяется уравнением

+ ^- +—= 1 (1)

Это уравнение называется каноническим уравнением эллипсоида.

Положительные числа а, 6, с называются полуосями эллипсоида.
Если а ФЪ, Ьфс, с Фа, то эллипсоид называется трехосным.

Так как в уравнении (1) х, у, z входят только в четных степенях, то

эллипсоид, заданный уравнением (1), симметричен относительно

координатных плоскостей, начала координат и осей координат.

Центр симметрии эллипсоида называется его центром, а оси

симметрии
— его осями. Каждая из осей пересекает эллипсоид в двух

точках, которые называются его вершинами. У трехосного
эллипсоида шесть вершин: А\(а, О, 0), Л2( —а, 0, 0), В\ (0, 6, 0),
В2(0, —Ь9 0), С, (0, 0, с), С2(0, 0, —с).

Найдем промежутки изменения координат точек эллипсоида.
2 2 2

Из уравнения (1) следует, что -^-^1, ~-^ 1 и -~^1. Поэтому
—а^х^.а, —b^y^.b, —c^z^c.

Отсюда следует, что все точки эллипсоида (за исключением его

вершин) лежат внутри прямоугольного параллелепипеда с

измерениями 2а, 26, 2с, грани которого параллельны координатным
плоскостям и вершины эллипсоида служат центрами симметрии этих

граней (рис. 182).
2. Изучим форму эллипсоида методом сечений (теорема из

§ 74). Если эллипсоид,^заданный уравнением (1) в прямоугольной
системе координат Oijk, пересечь плоскостью z = /г, то проекция
сечения на плоскость Оху в системе координат ОЦ имеет уравнение

y- и2 h2

с' /

t-f-
Аг

В2 I

/?
/

¦7Й

V-

%

Рис. 182

В,

Рис. 183
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Возможны следующие три случая.
1) |А|<с. В этом случае в сечении мы получим эллипс, центр

которого лежит на оси Oz (плоскость о\ на рис. 183). В самом

деле, проекция сечения на плоскость Оху имеет уравнение

у2

«•о-» »¦('-§)
к

Это уравнение определяет эллипс с полуосями а

b* = b-yll -. При уменьшении \h\ полуоси а*, Ь* возрастают, и

при |/i|=0 имеем: а* = ау b* = b. Следовательно, плоскость Оху

пересекает эллипсоид (1) по эллипсу —+^=1.
2

2~

2

2) \h\=c. Уравнение (2) принимает вид: -~- + i^-=0. Кривая на

плоскости Оху представляет собой две мнимые прямые,
пересекающиеся в вещественной точке (0, 0). Плоскость z=h имеет с

эллипсоидом лишь одну общую точку
—

вершину эллипсоида (плоскости о2

и аз на рис. 183).
3) \h\>c. Уравнение (2) есть уравнение мнимого эллипса.

Плоскость 2= А не имеет с эллипсоидом общих точек (плоскость оа на

рис. 183).
Аналогично можно показать, что сечение эллипсоида (1)

плоскостью x = h или y=/i является эллипсом, вершиной эллипсоида или

пустым множеством.

Мы получили достаточно полное представление о форме
эллипсоида. Поверхность изображена на рисунке 183.

3. Если две полуоси эллипсоида равны, например а= Ьу то он

называется эллипсоидом вращения и имеет каноническое уравнение:

v2 „2 _2

^+^+пг=1- (3)
а1 сг г

Пользуясь результатами § 75, заключаем, что поверхность,
определяемая уравнением (3), действительно образована вращением
эллипса:

J2 _2
— +—=1,

лежащего в плоскости Oxz (или вращением одной из его половин,

симметричных относительно Oz) вокруг оси Oz.
Если все три оси эллипсоида равны: а= Ь = с, то он

представляет собой сферу: x2+y2 + z2 = a2. Следовательно, сфера есть

частный случай эллипсоида.

Докажем, что любой трехосный эллипсоид можно получить из

некоторого эллипсоида вращения с помощью сжатия к плоскости,

проходящей через ось вращения (§ 72, п. 1). В самом деле, пусть
данный трехосный эллипсоид F в прямоугольной системе координат
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Oijk имеет уравнение (1). Рассмотрим эллипсоид вращения G,
который в этой же системе координат задан уравнением (3), и

применим к поверхности G сжатие пространства к плоскости Oxz

с коэффициентом сжатия k=—. Аналитическое выражение этого

сжатия запишется так (см. формулы (3) из § 72):

*'=*, у'=1-у3 z/ = z. (4)

При этом сжатии эллипсоид вращения G, заданный уравнением
(3), ^перейдет в новую поверхность G', которая в системе координат

Oijk определяется уравнением
„12 „12 _12

Это уравнение получается из уравнения (3), если в нем заменить

х, у, z их выражениями по формулам (4). Сравнивая уравнения (5)
и (1), мы заключаем, что G' совпадает с эллипсоидом F.

Теперь докажем, что любой эллипсоид вращения в свою очередь

получается из некоторой сферы с помощью сжатия к плоскости,

проходящей через центр сферы. В самом деле, пусть данный

эллипсоид вращения G в прямоугольной системе координат Oijk
имеет уравнение (3). Рассмотрим сферу S, которая в той же системе

координат задана уравнением х2+У +z2 =a . Применим к этой

сфере сжатие пространства к плоскости Оху с коэффициентом
k=—\ х'=х, y'=y> z'=—z (см. формулы (2) из § 72). Проведя

рассуждения, аналогичные проделанным выше, получим, что сфера
S переходит в поверхность S', которая в системе координат

Olfk определяется уравнением (3). Таким образом, поверхность S'

совпадает с эллипсоидом вращения G.

Учитывая вышесказанное, мы приходим к выводу, что любой

трехосный эллипсоид (1) можно получить из некоторой сферы с

помощью последовательного сжатия к: двум взаимно

перпендикулярным плоскостям симметрии этой сферы.

§ 79. Гиперболоиды

Различают однополостные и двуполостные гиперболоиды.
1. Однополостным гиперболоидом называется поверхность,

которая в некоторой прямоугольной системе координат определяется

уравнением

у.2 „2 _2
— 4-^- ——= 1. (1)'
а2
^

Ь2 с2 К Ч

Это уравнение называется каноническим уравнением однопо-
лостного гиперболоида.

Так как в уравнении (1) х, у и z входят в четных степенях, то по-
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верхность симметрична относительно плоскостей координат, осей

координат (оси поверхности) и начала координат (центр поверхности).
Две оси Ох и Оу пересекают поверхность в точках А\ (а, 0, 0),
Л2( —а, 0, 0) и В\ (0, 6, 0), Вг(0, — Ь, 0). Эти оси называются

действительными осями однополостного гиперболоида, а указанные
точки — его вершинами. Третья ось симметрии (ось Oz) не имеет

общих точек с однополостным гиперболоидом и называется его мнимой

осью. Положительные числа а, 6, с называются полуосями
однополостного гиперболоида.

2. Исследуем вопрос о пересечении однополостного гиперболоида
с прямыми, проходящими через его центр. Всякая такая прямая
может быть определена точкой О (0, 0, 0) и некоторым направляющим
вектором р(рь р2, рг) и, значит, имеет параметрические уравнения:

x=p\t, y=p2t, z=pzt. (2)

Найдем значения параметра t для точек пересечения этой прямой
с однополостным гиперболоидом (1). Для этого надо выражения
для х, уу z по формулам (2) подставить в уравнение (1). Получим
уравнение

Pt2—1=0, (3)
где

2 2 2

а2
~*~

Ь2 с2
'

Возможны три случая.
1) Р>0. В этом случае уравнение (3) имеет два действительных

корня: t\ =—, U= , и, значит, прямая пересекает однополост-

ныи гиперболоид в двух точках, которые симметричны относительно

центра поверхности.

2) Р=0. Уравнение (3) не имеет решений, поэтому прямая (2)
не пересекает поверхности. Такая прямая называется асимптотой

поверхности (1) (она проходит через центр поверхности и не имеет

с ней общих точек).
3) Р<0. Уравнение (3) имеет мнимые комплексно-сопряженные

корни, поэтому прямая (2) не пересекает поверхность (1) (говорят, что

прямая (2) пересекает поверхность (1) в комплексно-сопряженных
точках).

Возникает вопрос: как расположены все асимптоты поверхности
(1)? Каждая асимптота проходит через центр поверхности,
а ее направляющий вектор p(pi, p% рг) удовлетворяет условию:

2 2 2

р±_ , р±__Е_=с\
2

'
*_2 2а1 Ь1 с1

Точка М (х, уу z) принадлежит асимптоте тогда и только тогда,

когда вектор ОМ (ху у, z) коллинеарен направляющему вектору
р(рь рг, рз) асимптоты, т. е. когда существует такое /, что x= tpu
y = tp2, z= tps. Найдем отсюда значения ри р2, рз и подставим в
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предыдущее равенство:

v-i ,,* rr*

— +?- —— =0. (4)
а2
^

b2 с2
V ;

Как известно (см. § 77), это уравнение определяет коническую
поверхность, которая называется асимптотическим конусом одно-
полостного гиперболоида (1). Вершиной этого конуса служит центр
поверхности (1).

Можно доказать, что если прямая ОМ, где О — вершина
асимптотического конуса, проходит внутри этого конуса, то для

этой прямой Р<0, поэтому согласно предыдущему выводу она не

имеет с поверхностью (1) общих точек. Если же прямая ON

проходит вне конуса, то Р>0, поэтому она пересекает
поверхность (1) в двух и только в двух точках, симметричных относительно

точки О.
3. Пусть однополостный гиперболоид в прямоугольной системе

координат Oljk определяется уравнением (1). Изучим форму
поверхности методом сечений. Если поверхность пересечь плоскостью

z= h, то проекция сечения на плоскость Оху в системе координат
Oij имеет уравнение

?+?-'+?- <5>

Это уравнение определяет эллипс с полуосями а*=—-ус2+ А2,
U 1 2 2

6*=—-yc2-{-h2. При /г=0 получим эллипс -~-+-^* = 1 (сечение
С CL О

поверхности (1) плоскостью Оху), который называется горловым

эллипсом однополостного гиперболоида.
При неограниченном возрастании \h\ полуоси а*, Ь* эллипса

(5) неограниченно возрастают, а следовательно, неограниченно

возрастают и полуоси эллипса, полученного в сечении

поверхности (1) плоскостью 2= А. Уравнения этого эллипса (равного эллипсу

(5)), имеют вид:

(а*)2 ^(6*)2
Если поверхность (1) пересечь плоскостью x=h, jo проекция

этого сечения на плоскость Оуг в системе координат Ojk имеет

уравнение

jL-±=\-!Lm (6)
b2 с2 a2

W

h2
Здесь рассмотрим три случая.

1) |Л|<а. В этом случае 1—^->0, уравнение (6)
определяет гиперболу с мнимой осью Oz. В сечении получим равную ей

гиперболу с мнимой осью, параллельной оси Oz.

2) \h\=a. Уравнение (6) принимает вид:
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ь2 с2

Это уравнение определяет пару прямых,

пересекающихся в начале координат.

Поэтому каждая из плоскостей х=а, х= —а

пересекает поверхность (1) по паре прямых,
пересекающихся на оси Ох.

3) |А|>а. В этом случае 1—^-<0,
уравнение (6) определяет гиперболу с

мнимой осью Оу. В сечении имеем равную ей

гиперболу с мнимой осью, параллельной
оси Оу.

Аналогичный результат мы получим
и при пересечении поверхности (1)
плоскостью y

= h.

Однополостный гиперболоид
изображен на рисунке 184.

4. Если в уравнении (1) а= Ьу то получим уравнение поверхности
в виде:

Рис. 184

х и z

2 "1 ~2 ~2~ » (7)

которая называется однополостным гиперболоидом вращения.
Как легко видеть, эта поверхность образована вращением гиперболы

X Z

(8)

вокруг оси Ог (вокруг мнимой оси гиперболы). Асимптотический
конус поверхности (7) определяется уравнением

Y2 U2 <72
—+^ —=0.
а2
^

а2 с2

Это есть конус вращения, образованный вращением асимптот

гиперболы (8) (т. е.

вокруг оси Oz.
прямой х=—z или прямой х= ——z)

Докажем, что любой однополостный гиперболоид можно

получить из некоторого однополостного гиперболоида вращения с

помощью сжатия к плоскости, проходящей через ось вращения.
В самом деле, пусть данный однополостный гиперболоид F в

прямоугольной системе координат Olfk имеет уравнение (1).
Рассмотрим однополостный гиперболоид вращения G, который в той
же системе координат задан уравнением (7), и применим к

поверхности G сжатие пространства к плоскости Oxz с коэффициентом
сжатия k=—: х' = х,

а
У -у, z' — z (см. формулу (3) из § 72).
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При этом сжатии, как нетрудно убедиться, поверхность^?
переходит в поверхность G', которая в системе координат Oijk
определяется уравнением (1). Таким образом, поверхность G' совпадает
с данным однополостным гиперболоидом F.

5. Двуполостным гиперболоидом называется поверхность,

которая в некоторой прямоугольной системе координат определяется

уравнением

4+?-4=-i- (?)
а2 Ь2 с1

Это уравнение называется каноническим уравнением
двуполостного гиперболоида.

Из уравнения (9) следует, что поверхность симметрична
относительно плоскостей координат, осей координат (оси поверхности) и

начала координат (центр поверхности). Ось Oz пересекает
поверхность в двух точках С\ (0, 0, с) и Сг (0, 0, —с), называемых

вершинами двуполостного гиперболоида; сама эта прямая
называется вещественной осью. Оси симметрии Ох и Оу не имеют с

поверхностью (9) общих точек и называются мнимыми осями этой

поверхности. Положительные числа а, 6, с называются полуосями

двуполостного гиперболоида.
Исследование вопроса о пересечении поверхности (9) с прямыми,

проходящими через ее центр, в точности совпадает с

исследованием этого вопроса, проведенным выше для однополостного

гиперболоида. Здесь получим, что множество асимптот поверхности

(9) образует конус (4) с вершиной в центре поверхности
—

асимптотический конус этой поверхности.
Если поверхность, заданную в прямоугольной системе координат

Oijk уравнением (9), пересечь плоскостью z = hx то проекция
сечения на плоскость Оху в системе координат Oij имеет уравнение

У2 II2 h2
— +^- =— — 1. (10)
а2
^

Ь2 с2
V ;

При \h\>c это уравнение определяет эллипс, поэтому сечения

двуполостного гиперболоида плоскостями z = h, где \h\>c,
представляют собой эллипсы. При h = c или h=—? уравнение (10)
определяет пару мнимых прямых, пересекающихся в действительной
точке, поэтому каждая из плоскостей: z = c и z=— с имеет

только одну общую точку с поверхностью
—

вершину поверхности.
При \h\<Cc уравнение (10) определяет мнимый эллипс, поэтому
плоскости 2 = h, где \h\<ic, не имеют общих точек с двуполостным
гиперболоидом.

Предлагаем читателю самостоятельно убедиться в том, что,

сечения поверхности (9) плоскостями x= h или y=h — гиперболы.
Двуполостный гиперболоид изображен на рисунке 185.
6. Если в уравнении (9) а= Ь, то получим уравнение поверхности:

V2 II2 <У2

Jh+17-J4 = -1, (И)
аг от г
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которая называется двуполостным
гиперболоидом вращения. Заметим, что эта

поверхность образована вращением гиперболы
2 2

-^г — ~-= — 1 вокруг оси Ог (вокруг дей-
а с

ствительной оси этой гиперболы).
Аналогично предыдущему (см. п. 4)

можно убедиться в том, что при сжатии

пространства к плоскости Oxz с

коэффициентом сжатия k=— поверхность (11) переходит
в поверхность (9).

Следовательно, любой двуполостный
гиперболоид можно получить из некоторого
двуполостного гиперболоида вращения с

помощью сжатия к плоскости, проходящей
через ось вращения.

§ 80. Параболоиды

Различают эллиптические и гиперболические параболоиды.
1. Эллиптическим параболоидом называется поверхность,

которая в некоторой прямоугольной системе координат
определяется уравнением

Это уравнение называется каноническим уравнением эллиптического

параболоида.
Так как х и у входят в уравнение (1) в четных степенях, то

эллиптический параболоид симметричен относительно плоскостей

Oxz, Oyz и относительно оси Oz (ось поверхности). Эта
поверхность не симметрична относительно плоскости Оху, относительно

осей Ох, Оу и начала координат.
Точка пересечения эллиптического параболоида с его осью

называется, вершиной. Если поверхность задана каноническим

уравнением (1), то начало координат выбрано в вершине поверхности.
Из уравнения (1) заключаем, что для всех точек эллиптического

параболоида выполняется соотношение 2^0, причем z= 0
выполняется только для вершины. Следовательно, все точки

эллиптического параболоида (1), кроме его вершины, расположены по одну
сторону от плоскости Оху.

2. Изучим форму эллиптического параболоида методом сечений.

Если поверхность, заданную в прямоугольной системе координат

Oljk уравнением (1), пересечь плоскостью z=А, то проекция сечения

на плоскость Оху в системе координат OlJ имеет уравнение
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Здесь возможны три случая.
1) А>0. Линия (2) (а значит, и равная ей линия, полученная в

сечении) является эллипсом с полуосями а* = ад/2А, b* = b^/2h.
Эти полуоси неограниченно возрастают при неограниченном
возрастании к.

2) ft = 0. Линия (2) — пара мнимых прямых, пересекающихся в

начале координат. Значит, плоскость z=0 имеет с поверхностью лишь

одну общую действительную точку.

3) А<0. Уравнение (2) определяет мнимый эллипс. Значит,
плоскость 2 =/i<0 не пересекает поверхность.

Если данную поверхность пересечь плоскостью y=h, то в

сечении получим параболу, проекция которой на плоскость Oxz имеет
2

уравнение x2 =2a2z—^h2. Следовательно, все эти параболы при
изменении h равны между собой и равны параболе x2= 2a2z, полученной
в сечении поверхности (1) координатной плоскостью Oxz.

Аналогично убеждаемся, что в сечении поверхности (1)
плоскостью x= h получим параболу. Все такие параболы равны параболе
y2 = 2b2z, которая получается в сечении поверхности плоскостью

Oyz.
3. Если в уравнении (1) а = 6, то получим уравнение поверхности

в виде:

х2 у2
2 I 2~=='^'» (3)

которая называется параболоидом вращения. Нетрудно заметить,

что эта поверхность получена вращением параболы x2 = 2a2z вокруг
ее оси (оси Oz).

Пусть дан параболоид вращения своим каноническим

уравнением (3). При сжатии пространства к плоскости Oxz с

коэффициентом сжатия k=— поверхность (3) переходит в поверхность (1).

Следовательно, любой эллиптический параболоид можно получить
из параболоида вращения с помощью сжатия к плоскости,

проходящей через ось вращения.

Эллиптический параболоид изображен на

рисунке 186.
4. Гиперболическим параболоидом

называется поверхность, которая в некоторой
прямоугольной системе координат

определяется уравнением

х2 и2

^-^=2г. (4)

Это уравнение называется каноническим

уравнением гиперболического параболоида.
Как и в случае эллиптического

параболоида, гиперболический параболоид (4)
симметричен относительно плоскостей Oxz, Oyz и Рис. 186
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относительно оси Oz (ось
поверхности). Эта поверхность не

симметрична относительно плоскости

Оху, осей Ох, Оу и начала

координат.

Точка пересечения
гиперболического параболоида с его осью

называется вершиной. Если

поверхность задана каноническим

уравнением (4), то начало

координат выбрано в вершине этой

поверхности.
5. Изучим форму гиперболического параболоида методом

сечений. Если поверхность, заданную в прямоугольной системе

координат Oljk уравнением (4), пересечь плоскостью z=h,jto
проекция сечения на плоскость Оху в системе координат Oi j имеет

уравнение

4-4=2Л. (5)
аг Ь1

Рис. 187

Возможны три случая.

1) /i>0. Линия (5) является гиперболой с вещественной осью

Ох. Следовательно, и равная ей линия пересечения поверхности

(4) с плоскостью z=h, Л>0, является гиперболой, вещественная
ось которой параллельна оси Ох.

2) А=0. Плоскость z=0 (плоскость Оху) пересекает поверхность
(4) по паре прямых:

a b a b

пересекающихся в вершине поверхности.
3) /г<0. Как и в случае 1), находим, что сечением поверхности

(4) плоскостью z = h является гипербола, но здесь действительная
ось гиперболы параллельна оси Оу.

Если поверхность (4) пересечь плоскостью y=h, то в сечении
2

получим параболу x2 = 2a2z-\-^h2. Следовательно, все эти

параболы при изменении h равны между собой и равны параболе x2 =2a2z,
полученной в сечении поверхности (4) координатной плоскостью Oxz.
Оси этих парабол имеют положительное направление, определяемое

вектором k.

Аналогично убеждаемся, что в сечении поверхности (4)
плоскостью x=h получаем параболу. Все такие параболы при
изменении h равны параболе у2= —2b2z, которая получается в сечении

поверхности плоскостью Oyz. Оси этих парабол имеют положительное

направление, определяемое вектором —k.

Гиперболический параболоид изображен на рисунке 187.
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§ 81. Прямолинейные образующие поверхностей второго порядка

1. Прямая, лежащая на поверхности, называется прямолинейной
образующей этой поверхности. Следовательно, образующие
цилиндрической и конической поверхностей являются их прямолинейными
образующими.

Рассмотрим вопрос о прямолинейных образующих поверхностей,
изученных в § 78—80.

Так как все точки эллипсоида не выходят за границы некоторого
параллелепипеда, а на каждой прямой есть точки, не

принадлежащие этому параллелепипеду, то эллипсоид не имеет прямо-
линейных образующих.

Рассмотрим теперь двуполостный гиперболоид, заданный
уравнением (9) из § 79. В п. 5 § 79 мы выяснили, что сечение

поверхности плоскостью z =h при любом h не содержит прямых линий.

Поэтому гиперболический параболоид не имеет прямолинейных
образующих, параллельных плоскости Оху или лежащих в этой

плоскости. Если прямая не параллельна плоскости Оху и не лежит

в ней, то такая прямая пересекает эту плоскость в некоторой
точке, которая не лежит на поверхности, так кйк плоскость Оху
не имеет общих точек с поверхностью. Следовательно, на нашей

прямой есть точки, не принадлежащие поверхности, и поэтому такая

прямая не может быть прямолинейной образующей двуполостного

гиперболоида. Итак, двуполостный гиперболоид не имеет

прямолинейных образующих. Аналогично можно убедиться в том, что

эллиптический параболоид также не имеет прямолинейных
образующих.

Остается рассмотреть вопрос о прямолинейных образующих
однополостного гиперболоида и гиперболического параболоида.

2. Уравнение однополостного гиперболоида
J2. „2 _2

—-И——=1 (1)а2^ Ъ2 с2
К)

представим в виде

(f+f)(f-f)-0+*)(•-*)• <2>

Рассмотрим две системы уравнений:

''(t-tH'0-t)
''(f-tH'O+t)
4f+t)-4'-t)

где ku U — какие-либо действительные числа

одно отлично от нуля; этому же условию удовлетворяют и чис

ла &2, h-

(3)

(4)

из которых хотя бы
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Нетрудно подсчитать, что в каждой из систем уравнений (3),
(4) ранг матрицы, составленной из коэффициентов при х, у, z,

равен двум. Значит, каждая из этих систем определяет прямую
линию.

Если обе части каждого из уравнений системы (3) умножить
на какое-либо число, отличное от нуля, то мы получим новую

систему, которая, очевидно определяет ту же прямую. Значит,
чтобы написать уравнение прямой, определяемой системой (3),
надо знать лишь отношение k\il\. Это можно сказать и о прямой (4),
которая определяется отношением kz'.h.

Если координаты точки Mo (xo, yo, zo) удовлетворяют системе

уравнений (3) или (4), то они удовлетворяют и уравнению (2).
Отсюда следует, что каждая прямая, определяемая системой
уравнений (3), как и каждая прямая, определяемая системой
уравнений (4), лежит на данной поверхности (1), т. е. является ее

прямолинейной образующей.
Прямые, определяемые системой (3) при всевозможных

значениях k\, /i, не равных нулю одновременно, образуют одно семейство

прямолинейных образующих однополостного гиперблоида (1), а

прямые, определяемые системой (4), при аналогичном условии для

&2, h образуют другое семейство прямолинейных образующих этой
поверхности.

Отметим основные свойства прямолинейных образующих
однополостного гиперболоида (без доказательства).

1) Через каждую точку однополостного гиперболоида проходят
две и только две прямолинейные образующие. Одна из них

принадлежит семейству (3), а другая
— семейству (4).

2) Любые две прямолинейные образующие одного семейства

скрещиваются.

3) Любые две прямолинейные образующие из разных семейств
лежат в одной плоскости.

Однополостный гиперболоид с двумя семействами
прямолинейных образующих изображен на рисунке 188.

Пример. Найти прямолинейные образующие однополостного

гиперболоида

—+^-—=1, (5)
9
^

4 16
' w

проходящие через его точку Мо (6; 2; 8).
Решение. Запишем уравнения (3) для

однополостного гиперболоида, заданного

уравнением (5):

*¦ (т+тЬ'•('+*) •

'¦(!-*)-*¦ О НО- «*>

Подставив сюда значения х=6, у=2, z=8,
получим: 2k\=l\. Этому равенству удовлетворяют,
например, числа k\ = l, /i=2. Подставив эти рис. 188
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значения в систему (6), приведем эту систему к виду:

Ux—I2y+3z —24= 0,
{4х+3у— Ъг—6=0.

Эти уравнения определяют прямолинейную образующую одного

семейства, проходящую через данную точку Мо поверхности (5).
Проделав то же самое с системой уравнений (4), найдем

уравнения

Ых-32= 0,

If/ —2=0

прямолинейной образующей другого семейства, проходящей через
точку Mq поверхности (5).

3. Известный инженер Владимир Григорьевич Шухов (1853—
1939) предложил устройство башен, мачт и опор, составленных

из балок, расположенных по прямолинейным образующим одно-

полостного гиперболоида вращения. Эти конструкции В. Г. Шухова
оказались очень прочными и легкими. Они часто используются
при строительстве водонапорных башен, высотных радиомачт,
телевизионных мачт и т. д.

4. Уравнение гиперболического параболоида

У-=2г (7)
а2 Ь2 К)

представим в виде ^-~+у-)(-^—-|-)=2z.
Рассмотрим две системы уравнений:

'¦ (f-lh^{

{

(8)

(9)

где ku l\—действительные числа, из которых хотя бы одно отлично

от нуля; этому же условию удовлетворяют и числа кг, h-
Точно так же, как и в п. 2, можно показать, что при

всевозможных значениях параметров k\, l\, не равных нулю
одновременно, и параметров &2, /г, также не равных нулю
одновременно, уравнения (8) определяют одно семейство прямолинейных
образующих поверхности (7), а уравнения (9) — другое семейство.

Прямолинейные образующие гиперболического параболоида
обладают теми же свойствами 1), 2), 3), что и образующие одно-
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полостного гиперболоида (см. п. 2), и еще

одним свойством: все прямолинейные
образующие семейства (8) параллельны плоскости

— т"=0, а все прямолинейные
образуюсь о

щие семейства (9) параллельны плоскости

——\—У-=0. Это свойство предоставляем
a b

г
Рис. 189

доказать читателю самостоятельно.

Гиперболический параболоид с двумя семействами

прямолинейных образующих изображен на рисунке 189.

§ 82. Приложение к решению задач школьного курса геометрии

В школьном курсе геометрии из поверхностей второго порядка
изучаются сфера, прямой круговой цилиндр и прямой круговой
конус. Рассмотрим примеры задач, в которых встречаются эти

поверхности.
1. Рассмотрим сначала примеры задач, в которых встречается

сфера.
Задача 1. Даны сфера с центром в точке О и радиусом г

и точка А. Через точку А проведена прямая dy которая
пересекает данную сферу в точках Mi и М2. Доказать, что скалярное

произведение AM i- AM 2 не зависит от выбора секущей <?.
Решение. Выберем прямоугольную систему координат Oi Jk

так, чтобы начало координат совпало с центром данной сферы,

а векторы ОА и Г были сонаправленьк В этой системе координат
данная сфера имеет уравнение Jt2 + */2 + z2 = r2, а точка А —

координаты (а, 0, 0), где а = ОА.

Зададим прямую d единичным направляющим вектором
р(рь р2, рз) и точкой А (а, 0, 0) и запишем ее параметрические

уравнения:
x=a+pxt, y= p2t, z=p3t. (1)

Чтобы найти параметры t\ и t2 точек М\ и М2, надо подставить

в уравнение сферы выражения х, у, г по формулам П) и решить
полученное уравнение относительно t: (a-\-pit)2-\-(p2t) -\-(p3t)2 = r2.
Учитывая, что р

— единичный вектор, т. е. pf-j-p2>-f-p§ = 1, находим:

t2 + 2aPlt + (a2-r2)= 0. (2)
Таким образом, точки М\ и М2 имеют координаты;

М\ (a +pitu p2tu pzt\), M2{a+pit2, p2t2, pzh),
где t\ и t2 — корни уравнения (2).

Так какЛМ| (pxtu prti, pzt\), AM2(pxt2y p2t2, рзЬ), то АМ{-АМ2=
=(p2i+p2 + pl)ti-t2 = tit2. Из уравнения (2) по теореме Виета

находим: t\t2 = a2 — r2. Но а= ОА, поэтому

АМ]'АМ2= ОА2-г2. (3)
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Мы доказали, что скалярное произведение AM i« AM 2

действительно не зависит от выбора секущей d. Заметим, что формула (3)
остается верной и тогда, когда точка А совпадает с точкой О (и
значит, ОА = 0), а также когда она совпадает с одной из точек

Mi или Мч (и значит, ОА = г).

Скалярное произведение АМ\-АМ2 называется степенью точки

А относительно данной сферы. Из формулы (3) следует, что степень

точки А является положительной или отрицательной в зависимости

от того, лежит ли точка А вне или внутри сферы; степень точки,

лежащей на сфере, равна нулю.
Задача 2. Доказать, что множество F всех точек

пространства, каждая из которых имеет равные степени относительно двух
данных неконцентрических сфер, есть плоскость, перпендикулярная
линии центров этих сфер.

Решение. Пусть 0\, гх и 02, г2— соответственно центры
и радиусы данных сфер. По формуле (3) точка М принадлежит
фигуре F тогда и только тогда, когда 0\М2— г2 = 02.М2 —г2, т. е.

0,М2-02М2= г2-г|. (4)

Таким образом, F есть множество всех точек пространства,
разность квадратов расстояний от каждой из которых до точек

Ох и Ог равна г\ — г\. Это множество является плоскостью,

перпендикулярной прямой O1O2 (см. § 67, задача 5).
2. Плоскость F, о которой идет речь в задаче 2, называется

радикальной плоскостью данных сфер. Для построения радикальной
плоскости достаточно построить одну из ее точек Мо и через
нее провести плоскость, перпендикулярную линии центров данных

сфер. Если сферы имеют общие точки, то в качестве точки Мо
можно взять любую из этих точек. Действительно, если Мо —

общая точка двух сфер, то степень ее относительно каждой из этих

сфер равна нулю, поэтому Мо — точка радикальной плоскости этих

сфер. Если данные сферы не имеют общих точек, то ясно, что

их радикальная плоскость не имеет общих точек ни с одной из

этих сфер.
Иногда удобно рассматривать точку как сферу нулевого

радиуса. Степенью точки А относительно такой сферы с центром в

точке М в соответствии с формулой (3) считается число AM (так
как г = 0). Утверждение, сформулированное в задаче 2, верно и

в том случае, когда одна из данных сфер или даже обе сферы имеют

нулевые радиусы.
Замечание. Две концентрические сферы не имеют

радикальной плоскости, так как равенство (4) невозможно, если точки 0\
и Ог совпадают, и г\Фг2.

3. Рассмотрим задачи, в которых встречаются другие
поверхности второго порядка.

Задача 3. Доказать, что прямая, имеющая с прямым круговым
цилиндром более двух общих точек, является прямолинейной
образующей этого цилиндра.
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Решение. Рассмотрим каноническое уравнение данного

цилиндра:

х2+у2=а2. (5)

Пусть прямая d, заданная параметрическими уравнениями

x=x?+p\t, y=y0+p2t1 z= Zo+p3t, (6)

имеет с данным цилиндром более чем две общие точки.

Докажем, что d — прямолинейная образующая этого цилиндра.
Чтобы получить те значения t, для которых точка М прямой d

лежит и на данном цилиндре, надо выражения х, у, z по формулам
(6) подставить в уравнение (5):

(p\+pl) t2 + 2 (xopi +У0Р2) t+(xl+y20-a2)= 0.

Это квадратное уравнение должно иметь более двух корней
(так как прямая d пересекает цилиндр (5) более чем в двух точках).
Следовательно, его коэффициенты и свободный член равны нулю.
Из р? +р2=0 заключаем, что р\=р2= 0 и потому прямая d

параллельна оси Oz или совпадает с ней. Из равенства xl+yl— ar =f0

следует, что точка Mo (jto, f/o, zo) прямой d лежит на поверхности
(5). Но прямая, проходящая через точку циллиндрической
поверхности параллельно ее оси, и есть прямолинейная образующая этой

поверхности.
Задача 4. Найти фигуру /\ образованную всеми точками,

отношение расстояний каждой из которых от данной точки О и от

данной плоскости а, проходящей через эту точку, постоянно и равно

данному положительному числу а.

Решение. Выберем систему координат Oljk так, чтобы

данная плоскость о совпала с координатной плоскостью OtJ.
Если М (ху у, z)?F, то jc, у, z удовлетворяют условию:

^±2±Z=a. (7)

Отсюда

x2+y2-(a2-l)z2= 0. (8)

Обратно, если координаты точки М (х, у, z) удовлетворяют
уравнению (8) и 2^=0, то ее координаты удовлетворяют уравнению (7).
Таким образом, искомая фигура определяется уравнением (8),
причем 2=7^=0. Если а>0, то F — круговой конус без вершины; при
а=1 фигура F — ось Oz без точки О; если же а<1, то F —

пустое множество.
4. Поверхности, изученные в этой главе, часто встречаются при

отыскании множества точек в пространстве. Рассмотрим пример.
Задача 5. Найти множество S всех точек пространства,

расстояние каждой из которых до данной точки А равно
расстоянию до данной плоскости а, не проходящей через точку А.
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Рис. 190

Решение. Пусть AD — перпендикуляр,
проведенный из точки А к плоскости о.

Выберем прямоугольную систему координат

Oljk так> чтобы точка О была серединой

отрезка AD и ОA \\k (рис. 190). В этой
системе координат точка А имеет

координаты (о, 0, -|Л , где p=AD, а плоскость о —

уравнение 2+-?-=0. Если точка М (х, у, г)

принадлежит множеству 5, то MA = p (Af, a).
Но

MA=-\/x2+y2 + (z-f)\
р(М, а)= (9)

поэтому yx2-\-y2-\-(z—?-) = |z+-|-|. Отсюда следует, что

x2+y2=2pz. (10)

Итак, доказано, что координаты любой точки множества S

удовлетворяют уравнению (10). Докажем обратное утверждение: каждая
точка М, координаты которой удовлетворяют уравнению (10),
принадлежит множеству S. Подставив в первую из формул (9) значение

х2+у2 из (10), получим: MA =^\j2pz+ {z —JL\2=^fz+l_\2=
Следовательно, МА = р (М, а), т. е. M?S.Z+-Z-|*Т 2

г2 и2

Уравнение (10), которое можно записать так: \-—=2z,

определяет параболоид вращения. Таким образом, S — параболоид
вращения, осью вращения которого является прямая AD (рис. 190).



Глава X

АФФИННОЕ И ЕВКЛИДОВО п-МЕРНЫЕ

ПРОСТРАНСТВА

§ 83. Векторное /i-мерное пространство

1. Для дальнейшего изложения нам -потребуется знание теории
векторных пространств, известной из курса алгебры. Для полноты

изложения мы приводим обзор основных факторов это;й теории,
необходимых для построения основ многомерной геометрии.

Как известно из курса алгебры, векторное пространство над
полем действительных чисел (или просто векторное пространство)
есть непустое множество У элементов, называемых векторами (а, Ъ, ...^

х, у, z), на котором определены операции сложения векторов и

умножения векторов на действительные числа так, что выполнены

следующие условия:

1ь Для любых векторов а, Ь и с

(а + Ь) +c=Z+ (b + c).

12. Для любых векторов а и b

a+ b =b+a.

13. Существует вектор 0 (нуль-вектор) такой, что для любого

вектора а _
_ _

_

0 + а=а+0= а.

14. Для каждого вектора а существует вектор ( — а) такой, что

а+ (— а)= (— а)+5=0.

Is. Для любого вектора а Ьа=а.

16. Для любых действительных чисел а, (3 и любого вектора а

а(ра)= (ар)а.
17. Для любых действительных чисел а, р и любого вектора а

(а + р) а=аа+ ра.

18. Для любого числа а и любых векторов а и b

а (а + 6)= аа+ а6.
Условия Ii—U называются аксиомами векторного пространства.
Из сформулированных.аксиом вытекает ряд следствий. Отметим

основные из них.
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1°. Вектор 0 и вектор (— а), о которых говорится в аксиомах 13
и 14, единственные.

2°. Для любого вектора а и любого числа к имеют место

соотношения:

а) —(— а)= а\

б) 0а= 0;
в) —а=(—1)а;
г) М=0;
д) если Ал = 0, то или А,= 0, или а= 0.

3°. Для любых векторов а и b существует единственный

вектор х такой, что а-\-х= Ь.

Вектор х, определяемый этим условием, называется разностью

векторов b и а и обозначается через b—а. Можно доказать, что

5—а=6+(— а).
2. В векторном пространстве V понятия линейной зависимости,

линейной независимости и линейной комбинации вводятся точно

так же, как и в векторном пространстве W/ы (см. § 6, п. 3).
В частности, свойства 1°—4°, сформулированные в пункте 3 (§ 6),
имеют место для векторов пространства V.

Пространство V называется n-мерным векторным пространством,
если выполнены следующие две аксиомы.

Hi. В пространстве V существует система п линейно
независимых векторов.

Иг. Любая система п-\-\ векторов линейно зависима.

Число п называется размерностью пространства V. Из теоремы
4 (§ 6) и следствия теоремы 1 (§ 7) следует, что W/(?_ является

трехмерным векторным пространством.
Базисом векторного пространства V называется такая система

векторов, которая задана в определенном порядке и

удовлетворяет двум условиям:

а) система линейно независима;

б) любой вектор пространства является линейной комбинацией

векторов данной системы.

Из аксиом Hi и Иг следует, что в дг-мерном векторном
пространстве существует хотя бы один базис, состоящий из п векторов.
Из алгебры известно, что любой базис n-мерного пространства
состоит из п векторов.

В курсе алгебры доказывают ряд теорем, которыми мы будем
пользоваться в дальнейшем изложении. Эти теоремы мы приводим
без доказательства.

Теорема 1. Если 6?i, e2, ..., еп — базис пространства V, то

для любого вектора р существуют единственные числа р1, р2, ..., рп
такие, что

p=piex+p2h+ ...+Pnen. (1)

Коэффициенты р1, р2, ..., рп называются координатами вектора

р в базисе е\, ?2, ..., еп.
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Если вектор р в данном базисе имеет координаты р1, р2, ..., рл,
то пишут так: р(р\ р2, ..., рп). Свойства 1°—3° координат суммы,
разности векторов и умножения вектора на число,

сформулированные в пункте 3 § 7, имеют место и для векторов /г-мерного векторного

пространства V.

Теорема 2. Если дана система векторов а\, а2, ..., а*, которые
в данном базисе имеют координаты

щ (а!, а?, ..., а?), a2(al а2, ..., а2), ..., ak(al, al, ..., а%\
то ранг матрицы

/а\а\ ... alk\
и а\а\ ... а\ \

\а![ап2 ..." al) (2)

равен максимальному числу линейно независимых векторов системы.

Из этой теоремы, в частности, получаем следствие.
Следствие. Для того чтобы система п векторов в

n-мерном пространстве V была линейно независимой, необходимо и

достаточно, чтобы определитель, составленный из координат этих

векторов, в любом базисе был отличен от нуля.
3. Пусть L — непустое множество векторов из V. Множество

L называется векторным подпространством пространства V, если

выполнены следующие два условия:
1°. Если aeL, b?L, то a+ b?L.
2°. Если a?L, то aa?L для любого вещественного числа а.

Из курса алгебры известно, что если для множества L

выполняются условия 1°, 2°, то оно является векторным пространством
относительно операций сложения векторов и умножения векторов
на числа, которые введены в V. При этом, если V является п-

мерным векторным пространством, то множество L—^-мерное
векторное пространство, где k^n. Число k называется размерностью
подпространства L. Подпространство размерности k будем
обозначать через Lk.

Пусть 5i, а2, ..., a,k — линейно независимые векторы пространства
V. Рассмотрим множество всех векторов вида: /iai + ?2a2 + ... + 4а*,
где t\, h, ..., tk — произвольные вещественные числа. Это

множество, как нетрудно проверить, удовлетворяет условиям 1° и 2°
определения векторного подпространства, поэтому является

подпространством пространства V. Оно называется подпространством,
натянутым на векторы щ, а2,..., а*, и обозначается так: L (ai, a2,..., а*).

В алгебре доказывают теорему, которая позволяет задавать

подпространства с помощью системы линейных однородных
уравнений.

Теорема 3. Пусть дана система линейных уравнений:

anp1+ai2p2 + ...+a1„pn= 0,
a2iPl+a22p2 + ...+a2npn==0,

ak\pl+ak2p2 + ... + aknpn= 0, (3)
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ранг которой равен г. Тогда множество L всех векторов

р(р\ р2, ..., рп) n-мерного пространства V, координаты которых

удовлетворяют системе (3), есть (п — г)-мерное подпространство про-,

странства V.
п

4. Формулу (1) можно записать так: р=2 р'е, или еще короче:

p=plei. Условимся в следующем: если нам дано выражение,
записанное в виде одночлена, в котором некоторый индекс

встречается дважды: один раз
—

вверху и один раз
—

внизу, то по этому

индексу подразумевается суммирование. Например, выражение
albi, где / принимает значения 1, 2, 3, является сокращенной
записью суммы: ахЬ\-\-а2Ь2-\-аъЬъ. Если индекс а принимает те же

значения 1, 2, 3, то aaba=albu т. е. индекс суммирования можно

обозначить любой буквой. В главах X и XI, если нет специальных

оговорок, предполагается, что индексы суммирования /, /, k и /

принимают значения 1, 2, 3, ..., п.

§ 84. Евклидово векторное /г-мерное пространство

1. Пусть V — л-мерное векторное пространство над полем R
действительных чисел. Билинейной формой, определенной на векторном

пространстве V, называется отображение g: VxV-^R, линейное
по каждому аргументу. Это значит, что каждой упорядоченной

паре векторов х, у ставится в соответствие действительное число

g (х, у) такое, что выполняются равенства:

g (ахх + р^2, у)= ag (*i, у) + $g (*2, У), ,

j
ч

g(x, ayi + ^y2)= ag(x, y\) + $g(x, y2).

Здесь а, р — любые действительные числа, а х\, х2, х, у и У2, У
—

произвольные векторы пространства^.
Возьмем какой-нибудь базис е\, e2l ..., еп пространства V. Этот

базис сокращенно будем обозначать так: (ej). Для любых векторов
х, у имеем: x=xlei, у=у'е,,^поэтому g (хл y\=g (xleiy y]~ej). Используя
равенства (1), находим: g (x, y)= xly!g (eiy ej), или

S& $)=&№> (2)
где

gii
= g(ei, ej).

В правой части равенства (2) записано суммирование по

индексам /, /, которые независимо один от другого пробегают все

значения от 1 до п. Квадратная матрица G=\\gi]\\ порядка п (первый
индекс — номер строки, а второй индекс — номер столбца)
называется матрицей билинейной формы g в базисе (ej). Таким образом,
если в векторном пространстве V размерности п выбран базис (ej),
то каждая билинейная форма g на этом пространстве определяет
матрицу G порядка п с элементами gij?R, где

gu
= g(ei, ej).
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Обратно, если в векторном пространстве V размерности п выбран
базис (?/), то любая квадратная матрица G на этом пространстве
задает некоторую билинейную форму g (x, у\ значение которой
для векторов х, y?V вычисляется по формуле (2).

Случай, когда матрица G нулевая, интереса не представляет, и

мы исключим его из рассмотрения.
2. Билинейная форма g называется симметрической, если для

любых векторов х, у? V выполняется равенство g (*, y)= g (у, х). В
частности, для векторов базиса (ei) получим: g (ely ef) = g(ej, ei), т. е.

gijz=gjii поэтому матрица G симметрическая.
Обратно, если взять симметрическую матрицу G порядка п и с

помощью ее определить в заданном базисе (ei) билинейную форму g

формулой (2), то, как это следует из формулы (2), g (х, y)= g(y, x).
Следовательно, g

—

симметрическая форма.

Симметрическая билинейная форма g называется

положительно определенной, если g (ху х)>0 для любого ненулевого

вектора х. Примером положительно-определенной билинейной формы
служит, например, форма, которая в базисе (ei) задана формулой

g(l y)=xlyl+x2y2+ ...+xnyn-

В самом деле, эта формула имеет вид_(2), поэтому g (х, у) —
билинейная форма. Ясно, что g (x, y)=g(y, x) и, кроме того, для

любого хф(Гимеем: g (х, х) = (х1)2 + (х2)2 J-...+(хп)2>0.
3. Будем говорить, что векторы а и b сопряжены относительно

симметрической билинейной формы g, если они ненулевые и

удовлетворяют условию: g (а, 6)= 0.

Докажем следующую важную теорему.
Теорема 1. В любом подпространстве Lk векторного

пространства V размерности п, где l<fe^n, существует хотя бы один

базис, любые два вектора которого сопряжены относительно

данной симметрической билинейной формы g (х, у).
? Рассмотрим два возможных случая.

1) Для любого вектора x?Lk имеем: g(x, x)=0. Докажем, что

в этом случае любой базис ей ^2, ..., е* подпространства Lk
является искомым. В самом деле, пусть еа и ер

— два произвольных

вектора этого базиса. Так как ea+e&^Lk, то g (еа+е^еа +е^)=0,
или gjp^ ea)+ 2g(ea, e^)+g(e^y ер)= 0. Учитывая, что g(ea^ea)=
=§(е^ ?р)=0, из предыдущего равенства получаем: g (еа, еэ)= 0.

Таким образом, векторы еа и е3 сопряжены относительно данной
формы g (х, у).

2) Существует хотя бы один вектор e\?Lk такой, что g (е\, е\)Ф§.
Докажем теорему по индукции относительно размерности
подпространства Lk. Убедимся сначала в справедливости теоремы для

случая, когда k = 2. Выберем базис (а, Е) подпространства L2 так,

чтобы g(a, а)Ф0. Тогда векторы ei=a, e2 = b — Ал, где \=g^ b>,
g (a, a)
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образуют искомый базис, так как они линейно независимы и

g(eu e2)=g(a, b)— Xg(a, a) = 0.

Предположим теперь, что утверждение теоремы верно для всех

подпространств Lm, где m^k— 1, и докажем, что оно верно и

для Lk^ Выберем базис е\, Й, ..., ~еъ. подпространства Lk так,
чтобы g(e\, е\)Ф§. Рассмотрим множество L' векторов х

подпространства Lk, удовлетворяющих равенству

g(eu x)= 0. (3)
Разложим вектор х по базису е\, Й, .., ek:x=x?ea, где а= 1, ..., й,

и запишем равенство (3) в координатах: glaxa=0. Так как g-n=^0,
то по теореме 3 из § 83 множество U есть подпространство
размерности k— 1 пространства Lk. По предположению индукции в

подпространстве U существует базис Й, Й, ..., e'k, любые два

вектора которого сопряжены относительно билинейной формы g (х, у).
Система векторов е\, Й, ..., Й линейно независима, так как в

противном случае e\?L\ что противоречит условию: g(e\, е\)Ф0.
Учитывая равенство (3), приходим к выводу, что базис ей Й, .., Й
искомый. Ц

Доказанная теорема верна также и в том случае, когда k = n,4. е.

когда Lk совпадает с векторным пространством V. Поэтому
справедливо утверждение.

Следствие. В векторном пространстве V размерности п

существует хотя бы один базис, любые два вектора которого

сопряжены^ о^осительно данной симметрической билинейной формы
g & У)-

4. Векторное пространство V называется евклидовым
векторным пространством, если на нем задана положительно-определенная
билинейная форма g. Для произвольных векторов а и b число

g (a, b) называется ^скалярным произведением векторов а и b и

обозначается так: ab. Форма g является симметрической
билинейной формой, поэтому для любых векторов а, 6, с и любого числа а

имеют место следующие свойства скалярного умножения. Иногда
эти свойства принимают в качестве аксиом при аксиоматическом

определении скалярного произведения.

1. ab=ba.

2. a(b-\:c)= abj\-ac.
3. (аа) b = a(ab), a(ab)= a(ab).
4. Если аФО, то аа>0.
Число аа=а2 называется скалярным квадратом вектора а.

Из свойства 4 следует, что для любого вектора а имеем: аа^О.

Отсюда следует, что -л/а2 — действительное число. Оно называется

длиной или нормой вектора а и обозначается так: \а\. Вектор
называется единичным, если |а| = 1.

Из свойств 1—4 скалярного произведения следуют утверждения.

1°. Для любых векторов а, Ь\, Ьг, ., 5*
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a(S\+S2+ ... + bk)=abi + a$2+ ---+abk.

2°. 0-5= 0, где а — произвольный вектор.
3°. Если а^б, то \а\Ф0у а если а=0, то |а|=0.
4°. Если 6 = аа, то |&| = |а||а|.
Доказательства этих свойств предоставляем читателю.

Если афб, jro вектор -^- является единичным и называется

ортом вектора a. Ifll

Докажем, что для любых ненулевых векторов а и b справедливы
неравенства:

_1^_**_^1. (4)
\а\\Ь\

Действительно, \ —=Ь~) ^0» поэтому I — ) ±2
^

- +
\|а| |6|/

J
\|а|/ |а||6|

+( — ) ^0, или lzb
Q

-» ^0. Отсюда и следуют неравенст-
\|б|/ I5II6I

ва (4).
Неравенства (4) показывают, что для любых ненулевых

векторов аи b существует в числовом промежутке [0, я] число а такое, что

cosa=-^-. (5)
\а\\Ь\

Это число называется углом между векторами а и b и

обозначается так: (a, b).
Ненулевые векторы а и b называются перпендикулярными (или

ортогональными), если (а, 6)=-^-. Условимся считать, что нулевой

вектор перпендикулярен любому вектору. Отсюда и из равенства (5)
следует,_что векторы а и b перпендикулярны тогда и только тогда,

когда а6=0, т. е. когда векторы^ а и b сопряжены относительно

данной билинейной формы g (jc, у). Доказанная в п. 3 теорема 1
позволяет сформулировать следующее утверждение: в любом

векторном подпространстве евклидова векторного пространства V

существует хотя бы один ортогональный базис (т. е. базис, любые
два вектора которого^взаимно перпендикулярны).

Базис е\, ^2, ..., еп называется ортонормированным, если^ все

его векторы единичные и попарно ортогональные, т. е. если \ei\ =
= 1, в/в/ = 0, i?=j(i, / = l, 2, ..., п).

Докажем следующую теорему.

Теорема 2. В евклидовом векторном n-мерном пространстве

существуют ортонормированные базисы.

? Из следствия теоремы 1 заключаем, что в евклидовом век-
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торном л-мерном пространстве существует базис (а,)л ^любые два

вектора которого взаимно перпендикулярны, т. е. а/а/
= 0, если

1ф\. Рассмотрим новый базис

а\ - ач ап
ei=-;—, ?2 =-7-, ..., en=-zr~•

lail \а2\ \an\

Ясно, что базис et ортонормированный, так как векторы е\,..., еп —

единичные взаимно перпендикулярные векторы. Ц
Если векторы а и b в ортонормированном базисе (е\) заданы

координатами а(а\ а2, ..., ап\ b (Ь\ б2, ..., Ьп\ то имеют место

формулы:
ab =albl+a2b2+ ...+anbn, (6)

|а|=Л/(а,)2 + (а2)2 + ... + (аЛ)2, (7)

cos (a, 6)=
^ ^_L . (8)

V(«,)2 + (a2)2 + -+(an)2V№,)2-b^2)2+ -.. + (n2

§ 85. Аффинное я-мерное пространство

1. Пусть V — векторное пространство /г-измерений над полем

действительных чисел, а Е — непустое множество, элементы которого
назовем точками. Векторы, как и прежде, будем обозначать

малыми буквами латинского алфавита со стрелкой наверху: а, 6,
с, ..., ху у, а точки — большими буквами латинского алфавита
А, В, ..., Ху Y. Мы предполагаем, что задано отображение
о:ЕХЕ -+ V, т. е. каждой упорядоченной паре точек А, В из Е

поставлен в соответствие определенный вектор из V, который обозна-
—>-

чим через АВ. Множество Е называется аффинным n-мерным
пространством над векторным пространством V я-измерений, если

выполнены следующие аксиомы1.
1. Для каждой точки Л из ? и произвольного вектора р из V

существует одна и только одна точка X такая, что АХ=р.
2. Для любых точек Л, В и С выполняется равенство АВ+ВС=

=АС (аксиома треугольника).
Аффинное я-мерное пространство обозначим через Ап.

Отметим некоторые следствия из сформулированных выше аксиом.

1°. При любом выборе точки А вектор АА нулевой.
П В самом деле, пусть b — произвольный вектор из V. По

аксиоме 1 существует точка В такая, что АВ= Ь. По аксиоме тре-

1 Эти аксиомы называются аксиомами Вейля, по имени известного математика

Германа Вейля (1888—1958), который впервые их сформулировал.
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угольника для точек А, А, В имеем: АА-\-АВ=АВ , или АА-{-Ь =

= Ь. Отсюда следует, что АА=0. Н
2°. Если АВ = б, то точки А и В совпадают.

? По свойству 1° ЛЛ = 0, а по условию АВ=0, следовательно,
по аксиоме 1 точки А и В совпадают. Ц

3°. При любом выборе точек А и В АВ=—ВА.

? По аксиоме треугольника АВ-\-ВА=АА. Отсюда, учитывая

свойство 1°, получаем: АВ-{-ВА = 0. Таким образом, АВ=—ВА. Щ
4°. Если AB= CD, то AC=BD.

? По аксиоме треугольника АС=АВ-\-ВС. Отсюда, учитывая

данное равенство, получаем: AC= CD -\-ВС, или AC=BC-]-CD. По

аксиоме треугольника AC=BD. Ц
Предлагаем читателю, применив метод математической

индукции и используя аксиому треугольника, самостоятельно доказать

следующее утверждение.

5°. Для произвольных точек А\, А^У ..., Ап выполняется

равенство А\А2+А2Аг+ ...+Ап-\Ап=А\Ап.
Зафиксируем в пространстве Ап произвольную точку О. Тогда

для каждой точки М пространства определен вектор ОМ,

который называется радиус-вектором точки М (относительно точки О).
Из аксиомы 1 следует, что отображение, в котором каждой точке

ставится в соответствие ее радиус-вектор, является биекцией.
Отсюда, учитывая, что V — бесконечное множество, приходим к

выводу, что пространство Ап содержит бесконечное множество точек.

Отметим, что каждый вектбр р из V порождает вполне определенное
преобразование точек пространства Л„. Действительно, произвольной точке М?Ап поставим

в соответствие точку ЛГ так, чтобы ММ'=р. Мы получаем отображение: f:An^An.
Докажем, что / —преобразование множества Ап.

Если ЛГ— произвольная точка пространства Ап> то по аксиоме 1 существует

одна и только одна точка М такая, что М'М = —р или по свойству 3°.

ММ'=р. Таким образом, каждая точка имеет один и только один прообраз,
т. е. /-преобразование.

Преобразование^ / называется параллельным переносом пространства Ап на

вектор р. Если р=б, то / — тождественное преобразование.
Мы видим, что существует взаимно однозначное соответствие между

параллельными переносами пространства Ап и векторами из V. Поэтому векторы из V

иногда называются переносами (свободными векторами) пространства Л„, а векторное
пространство V — пространством переносов пространства Ап.

2. Возьмем какую-нибудь точку О пространства Ап и

произвольный базис ей ?2, ..., _еп ^пространства V. Множество, состоящее
из точки О и базиса е\, *?2, ..., еПу называется аффинной системой

координат (или аффинным репером) пространства Ап и обозначает-
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ся символом 0*?1в2...?л, или короче^Ое/. Точку О называют

началом координат, а векторы е\, е2, ..., еп — координатными векторами.
Пусть М — произвольная точка пространства Ап, в котором

задана аффинная система координат Ое\...еп. Разложим радиус-

вектор ОМ точки М по базису е\, е2, ..., еп:

'0M=xiel+x2e2+ ...+xnen. (1)

Числа х\ х2, .„,
хп называются координатами точки М в

системе координат Оег, пишут М(х1, ..., хп\ или короче: М {х\ Таким

образом, координатами точки М в системе координат^ Oei
называются координаты радиус-вектора этой точки в базисе е\у е2, ..., еп.

Рассмотрим следующую задачу, которая часто используется при
решении задач.

Задача. В системе координат Oei даны две точки М (х1) и

N (у1). Найти координаты вектора MN.

Решение. По аксиоме треугольника OM+MN= ON. Отсюда

получаем: MN=ON
— OM. Векторы ОМ и ON являются радиус-

векторами точек М и N, поэтому их координаты нам известны:

ON (у1), ОМ(х1). Таким образом, вектор MN имеет координаты:

~MN(yx—x\ у2-*2, ..., уп-хп).

3. Рассмотрим^ в^ пространстве Ап две системы координат:
Ое\е2...еп и 0'е\е2..^е'п. Первую систему назовем старой, а

вторую
— новой. Пусть М — произвольная точка пространства,

которая в старой системе имеет координаты х\ а в новой системе —

координаты у'(/ = 1, 2, 3, ..., п). Поставим задачу: зная координаты
нового начала координат и новых координатных векторов в старой
системе:

О' (4, xl ..., *8), e((cl d ..., с?), где /=1, 2, ..., п, (2)
выразить х\ х2, ..., л:п через у1, у2, ..., уп.

По определению координат векторов и точек из (2) имеем:

e<=c)eit 66/=xioei. (3)

Определитель матрицы С=||с/|| отличен от нуля, так как

векторы е[, e2i ..., е'п линейно независимы (§ 83, следствие теоремы 2).
Матрица (^называется матрицей перехода от базиса еь e2l ..., еп к

базису е\, е2, ..., е'п. _>- ->- ->.

По аксиоме треугольника ОМ =0&+ 0'Л4, поэтому, учитывая

формулы (1) и (3), получаем:

xlei=xoei-{-yjej, или xlei=xoei-\-yic)ei.

Отсюда в силу линейной независимости векторов е\, е2, ..., еп

будем иметь:

xi = cijyi + x*o, где г=1, 2, ..., п. (4)
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Формулы (4) называются формулами преобразования аффинной
системы координат пространства Ап. В этих формулам определитель
матрицы С отличен от нуля.

4. Для дальнейшего изложения по аналогии со случаем
кривых второго порядка (см. § 31) введем в пространстве Ап мнимые

точки. При выбранной системе координат Оеь назовем точкой любое

упорядоченное множество п комплексных чисел zl, г2, ..., zn(zk =
=xk-\-iyk, i2= — 1, xk, yk(zR). Точка называется действительной,
если все числа z1, ..., zn действительные, и мнимой, если хотя

бы одно из этих чисел не является действительным.
Если точка М в системе Oet имеет координаты zk, то будем

считать, что та же точка в системе 0'е( имеет координаты z'k,
которые определяют из формул (4): z* = C/ -z']-\-x\.

Так как здесь числа с), х% действительные, то понятие мнимой

точки не зависит от выбора системы координат.
Множество всех действительных и мнимых точек называется

n-мерным комплексным пространством.

§ 86. 6-мерные плоскости

1. Пусть Lk — /г-мерное подпространство я-мерного векторного

пространства V, где l^.k<n. С помощью Lk введем бинарное
отношение Д на множестве всех точек пространства Лл. Точки А

и В находятся в отношении Д (и пишут ААВ), если AB?Lk.
Докажем, что отношение Д является отношением

эквивалентности.

1) Для произвольной точки А имеем: AA =0?Lk, поэтому AAA.

2) Если А А В, то AB?Lk, поэтому BA?Lk, т. е. В А А.

3) Если А АВ и ВАС, то AB?Lk, BC?Lk, поэтому АВ+ВС=

=ACeLk, т. е. А А С.

Каждый из элементов фактор-пространства Ап/А называется

k-мерной плоскостью или просто k-плоскостью и обозначается так:

Пк. Одномерная плоскость называется прямой, а (п — 1)-мерная
плоскость — гиперплоскостью.

При заданном подпространстве Lk существует бесконечное
множество классов эквивалентности (т. е. элементов

фактор-пространства Ап/А), и каждый из этих классов определяется однозначно,
если задана точка, принадлежащая этому классу. Таким образом,
/^-плоскость IJk является заданной, если даны подпространство
Lk и некоторая точка ^-плоскости. Подпространство Lk называется

направляющим подпространством плоскости Я*, а векторы этого

подпространства
—

векторами, параллельными плоскости IJk. Если
плоскости IJk и ГЦ имеют одно и то же направляющее
подпространство, то они либо совпадают, либо не имеют ни одной
общей точки. В последнем случае они называются параллельными.
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2. Пусть fe-плоскость Ilk задана точкой Мо и направляющим
подпространством Lk. Тогда, очевидно, Я* есть множество тех и

только тех точек М пространства, каждая из которых удовлетворяет

условию: MoM?Lk. Воспользуемся этим утверждением и теоремой 3
из § 83 для написания уравнений ^-плоскости Пк.

_

Задача 1. В аффинной системе координат Ое\...еп даны точка

М0(хо, хо, ..., хо) и подпространство Lk системой независимых

однородных уравнений:

аир*= 0,

ап-к1р1=0.
Написать уравнение fe-плоскости Я*, проходящей через точку

Mq и имеющей направляющее подпространство Lk.
Решение. Произвольная точка М (х\ х2, ..., хп)

пространства Ап принадлежит плоскости Пк тогда и только тогда, когда

MoM?Lk. Вектор МоМ имеет координаты х1 — лго, x2—xl, ..., хп—х$,
поэтому точка М принадлежит плоскости Пк тогда и только тогда,

когда

аи(х[—хо)= 0,
ая(х*— х?о)= 0, /2ч

an-ki(xi—xio)=0.
Мы получили уравнения плоскости Пк.

Пример. Написать уравнения 2 — плоскости Пч пространства
Л4, проходящей через точку Мо (О, 1, —2, 5) и имеющей
направляющее подпространство L2, заданное системой уравнений:

Ь'-р2+р2+зр4=о,
Ьр2+р3-р4=0.

Решение. Уравнения (2) в данном случае принимают вид:

((xl-xh)-(x2-x2o)+ (x3--xl)+ 3(x4-x4o)= 0,

\ 5 (х2-4)+(х3-4)-(х4-4)=0.
Подставив сюда значения координат точки Мо, после

элементарных преобразований получаем:
Г jc1 —х2+хг+ 3х4 — 12 = 0,
\ 5х2 +хг-х4+ 2= 0.

Задача 2. В аффинной системе координат Ое\...еп даны
своими координатами точка Мо (#о, *о, •••, *о) и базисные векторы

подпространства Lk.

а\(а\, а?, ..., а?), a2(ai a2, ..., а% ..., ak(al a2ky ..., а?).

Написать уравнения fe-плоскости Я*, проходящей через точку
Мо и имеющей направляющее подпространство Lk.
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Решение. Точка М {х\ х2, ..., хп) принадлежит ?-шюс-

кости Пк тогда и только тогда, когда MqM ?Lk, т. е. когда найдутся
такие числа t\ t2, ..., tk, что

^M= txa{ + t2a2+ ... + tkak.

Это равенство в координатах запишется так:

^—4=^1+^2+...+^,
или

x/=jcto + ^a/i + ^2a2 + ... + ^ai, где =1, 2, ..., п. (3)

Уравнения (3) называются параметрическими уравнениями
плоскости Пь Они содержат k параметров t\ t2, ..., tk.

Пример. Написать параметрические уравнения прямой d,

проходящей через точку Mo(l, 3, 0, 0, ——J и параллельной

вектору р{— 2, 0, 4, — 1,J2) в пространстве Л5.
Решение. Вектор р является базисом направляющего

подпространства прямой d, поэтому уравнения (3) в данном случае имеют

вид:

xl = l—2t, х2 = 3, хъ=Ы, x4=—t, х5=—±-+Ш.
3. Любая 6-плоскость в пространстве Ап задается совместной

системой {n — k) независимых линейных уравнений (2). Эту систему
можно записать в следующем виде:

ацх1+Ь\=0,
a2iXi + b2=0, (4)

an-kiXl + bn-k = 0,

где &a=—a«*o, a = l, 2, ..., n — k.

Докажем, что имеет место обратное утверждение.
Теорема 1. Множество G точек пространства Ап,

координаты которых в данной аффинной системе координат
удовлетворяют совместной системе {n — k) независимых линейных уравнений
(4), есть k-плоскость, направляющее подпространство которой
задается системой уравнений (1).

? Так как система (4) совместна, то она имеет хотя бы одно

решение (хо, х\, ..., хо):

ah-*o+ 6i=0,
a2i*o + &2 = 0,

an-kiXo + bn-k = 0.

Подставив отсюда значения b\, 62, ..., bn-k в уравнения (4),
получаем равносильную систему уравнений:
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aw(**—*o)=0,
a2i(xi—4)=0, (5)

Рассмотрим точку Af0 с координатами (jcj, *о, ..., *о) и

подпространство Lfe, заданное системой (1). Сравнивая систему (4) с

системой (2), мы приходим к выводу, что система (5) (а значит, и

равносильная ей система (4)) определяет fe-шюскость, которая проходит
через точку Mq и имеет направляющее подпространство L*. |

4. Будем говорить, что точки М\, М2, ...r Mk аффинного аро-
странства Ап линейно независимы, если система векторов

ЛЙИ2, ЛМ*3, ..., AhMk (6)

линейно независима. Нетрудно показать, что в этом определении

выбор точки М\ не играет существенной роли, т. е. если система

(Б) линейно независима, то каждая из систем MiMu MLM2, ...,

Af/Af/_i, Л!|Л4«-+1, ..., Af/Af* при / = 2, ..., k— 1; A4*Afi, M*Af2,,.., MkMk-\
линейно независима.

Из аксиом Hi и Иг (см. п. 2 из § 83) можно прийти к выводу, что

в пространстве Ап существует п-\-1 линейно независимых точек и

что любая система т точек, где т>п-\-\, линейно зависима.

Докажем теорему, которая является обобщением известных

аксиом школьной геометрии о прямой и плоскости.

Теорема 2. Каковы бы ни были линейно независимые точки

All, AI2, ..., Mk пространства Ап, где k^.n, существует одна и только

одна (k — \)-мерная плоскость, проходящая через эти точки.

? Пусть Lk-\—подпространство, натянутое на векторы (6).
Тогда, очевидно, (& — 1)-мерная плоскость #*_ь проходящая через
точку М\ и имеющая направляющее подпространство L*_i,
является искомой.

Докажем теперь, что flk-i — единственная (k— 1)-мерная
плоскость, проходящая через точки Afi, М2, ..., Mk. Действительно, пусть
Щ-\ — какая-нибудь (k — 1)-плоскость, проходящая через точки

Afi, M2, ..., Mk. Тогда векторы (6) параллельны плоскости Я?_ь
т. е. принадлежат подпространству Ц-\ этой плоскости. Так как

система (6) линейно независима, то она является базисом

подпространства И-\. Отсюда следует, что подпространства Lk-\ и

Ц-\ совпадают, т. е. Lk-\— направляющее подпространство
плоскости Я?_ь

Плоскости I7k'-i и Wk-\ проходят через одну и ту же точку
Ali и имеют общее направляющее подпространство Lk-\, поэтому
они совпадают. Ц

Следствие. Через любые две точки проходит одна и только

одна прямая.

Прямая, проходящая через две точки А и В, обозначается

через АВ или ВА.
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§ 87. Гиперплоскости пространства Ап

1. Напомним, что гиперплоскостью называется (/г —1)-мерная
плоскость пространства Ап. Согласно задаче 1 из § 86 в данной системе

координат гиперплоскость, проходящая через точку М0 (хк, ..., Хо) и

имеющая подпространство Lrt-i, заданное уравнением а;р' = 0,
определяется одним линейным уравнением

а1(х1-х1о) + а2(х2-х2о)+ ... + ап{хп-хЪ)= 0. (I)

Из теоремы 1 (§ 86) следует обратное утверждение: множество

точек пространства, координаты которых удовлетворяют уравнению

а\х1 -\-а2х2 + ...+апхп-\-а0 = 0, (2)

где а\, а>, ..., ап одновременно не равны нулю, есть гиперплоскость
пространства Ап.

Пусть Oe-i — некоторая система координат пространства Лл.

Гиперплоскости, определяемые точкой О и п — 1 -мерными

подпространствами, _натянутыми соответственно на векторы (е\, е2, ..., еп-\),
(е\, е2, ..., еп-2, еп\ ..>, (?2, вз, ..., еп), называются координатными
гиперплоскостями. Так как их (п— 1)-мерные подпространства
задаются соответственно уравнениями рл= 0, рл_1=0, ..., р1=0,
то, пользуясь уравнением (1), получаем уравнения всех п

координатных гиперплоскостей:
хЛ = 0, х"-1=0, ..., *2 = 0, х1=0.

Геометрически гиперплоскость определяется п линейно

независимыми точками. В самом деле, из теоремы 2 (§ 86) следует, что

через любые п линейно независимые точки пространства Ап проходит
одна и только одна гиперплоскость. Это утверждение является

обобщением известной аксиомы школьной геометрии: через любые

три точки, не лежащие на одной прямой, проходит одна и только

одна плоскость.

2. Выясним взаимное расположение гиперплоскостей Пп-\ и

П'п-1, заданных уравнениями:

(Яп-i) alxl+a2x2 + ... + anxn+a0=Q, (3)

(tf?_i) biXl+b2x2+ ... + bnxn+ b0=0. (4)
Этот вопрос сводится к исследованию систем линейных

уравнений (3) и (4). Обозначим через гиг' соответственно ранги матриц:

/а\ а2 ... ап\ (а\ а2 ... ап а0\
\Ь\ Ь2 ... bn) и \Ь\ Ь2 ... Ьп bo/.

Ясно, что 1^г^г/^2, причем система (3) и (4) совместна

тогда и только тогда, когда г = г'. Таким образом, гиперплоскости
Пп-\ и П'п-\ имеют хотя бы одну общую точку тогда и только

тогда, когда г = г'. Возможны следующие случаи.

1) г' = \. В этом случае а\, а2, ..., ап, ао в уравнении (3)
пропорциональны коэффициентам b\, b2i ..., bn, bo в уравнении (4),
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поэтому г=\ и уравнения (3) и (4) равносильны. Отсюда следует,
что гиперплоскости Пп-\ и П'п-\ совпадают, т. е. уравнения (3)
и (4) определяют одну и ту же гиперплоскость.

2) г'= 2, г = 2. В этом случае (3) и (4) являются совместной
системой двух независимых линейных уравнений. По теореме 1

из § 86 множество общих точек гиперплоскостей Пп-\, Пп~\ является

(п — 2)-мерной плоскостью Пп-2, заданной уравнениями (3) и (4).
Таким образом, гиперплоскости Пп-\, Пп-\ пересекаются по

(п — 2)-плоскости Пп-2.
3) г' = 2, г=1. Система уравнений (3), (4) несовместна,

поэтому гиперплоскости Пп-\ и П'п-\ не имеют общих точек.

Докажем, что они параллельны.
По теореме 1 из § 86 направляющие подпространства

гиперплоскостей Пп-\, П'п-\ задаются уравнениями:

aipl+a2p2+ ... + anpn=0,
&1p1+62p2 + ... + 6rtp»= 0.

Так как г=1, то в этих уравнениях коэффициенты при р1, р2, ..., рп
пропорциональны, поэтому гиперплоскости Пп-\ и Пп-\ имеют

одно и то же направляющее подпространство: это и означает, что

Пп-1 и П'п-\ параллельны.
Итак, возможны три случая взаимного расположения

гиперплоскостей в Ап\ 1) гиперплоскости совпадают (г' = г=1); 2)
гиперплоскости пересекаются по (/г — 2)-плоскости (г' = г = 2); 3)
гиперплоскости параллельны (г'= 2, г=1).

Пример. В каждом из следующих случаев выяснить взаимное

расположение двух гиперплоскостей, заданных в Л4 уравнениями:

а) х1+2х2+х?— 3= 0, б) xl+±-x2+3x3-j-x4-l=0,
x2+x* = 0\ 2xl+x2 +6x3 —f-*4— 5 = 0.

Решение, а) В данном случае г= 2 и г7 =2, поэтому
гиперплоскости пересекаются по двумерной плоскости, которая задается

уравнениями:

fxl+2x2+xz-3= 0,
\ х2 + хз = 0

б) Вычислением находим, что г=1, г' = 2, поэтому
гиперплоскости параллельны.

§ 88. Аффинные преобразования пространства Ап

1. Пусть А и В — две точки пространства Ап, аМ — произвольная

точка прямой АВ, отличная от точки В. Так как векторы AM и MB

параллельны прямой АВ, то они линейно зависимы, причем МВфб.
Следовательно, существует число Я такое, что

Ш=ШВ. (1)
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Число X называется простым отношением точек А, В и М и

обозначается так: (АВ, М). Мы замечаем, что простое отношение

трех точек прямой пространства Ап по существу определяется так

же, как и в трехмерном пространстве (§ 12, п. 1). Поэтому известные

нам свойства простого отношения трех точек прямой имеют место

и в пространстве Ап. В частности, для любого действительного
числа X, отличного от —1, на прямой АВ существует одна
и только одна точка М такая, что (АВ, М)= Х. Предлагаем читателю

самостоятельно доказать это утверждение (см. § 12, п. 1).
2. Пусть А и В — две точки пространства Ап. Будем говорить,

что точка М лежит между точкой А и точкой В, если Х= (АВ, Л4)>0.
Из равенства (1) следует, что ВМ=—МА, т. е. (ВА, М)=—.
Таким образом, если точка М лежит между точкой А и точкой В, то

М лежит также между точкой В и точкой А. Поэтому говорят,
что точка М лежит между точками А и В (или В и А). Ясно, что любая

точка, лежащая между точками А и В, лежит на прямой АВ.
Так как для любого положительного числа X на прямой АВ

существует одна и только одна точка М такая, что (АВ, М)= А,, то

существует бесконечное множество точек, лежащих между точками

Л и В.

Пользуясь понятием «лежать между», можно обычным Путем
определить понятия отрезка, луча, угла, ^-полуплоскости. Например,
отрезком с концами А и В называется фигура, состоящая из

точек Л и В и всех точек, лежащих между ними.

3. Преобразование пространства Ап называется аффинным, если оно любые три
точки Мь М2, Мзу лежащие на одной прямой, переводит в три точки M'u МЬ, Щу
лежащие на одной прямой, и сохраняет их простое отношение, т. е. (М\М2, М3)=
=(М'\М'2, М'з) (см. § 48). Если в пространстве Ап задана аффинная система координат

Oeie2...en, то, отложив от точки О векторы 0?{=Й (/ = 1, 2, ..., /г), мы получим

упорядоченную систему л + 1 точек О, Е\, ..., ?л, не лежащих на одной
гиперплоскости. Такую систему точек называют аффинным репером. Пишут: R =

=(0, ?1, ?2, -., Еп). Точки О, ?i, ... Еп называют вершинами репера R, а точку О —

его началом. Обратно, всякий аффинный репер /? = (0, ?ь ..., Еп) определяет

аффинную систему координат Ое\...еп, где et = OEi. Поэтому часто не делают

различия между понятиями аффинной системы координат и аффинного репера.
Справедливо следующее обобщение теоремы 1 из § 48.
Теорема. Пусть 7? = (0, Е\, ..., Еп) и R'=(0', ?(, ..., Е'п) — произвольные

реперы пространства Ап. Тогда существует единственное аффинное преобразование,

которое переводит репер R в репер R'. При этом любая точка М с данными

координатами в репере R переходит в точку М' с теми же координатами в репере R'.
Доказательство этой теоремы проводится по той же схеме, как и доказательство

теоремы 1 из § 48, и мы его опускаем.

Из определения аффинного преобразования пространства Ап следует, что оно

переводит отрезок в отрезок, луч
— в луч. Из сформулированной теоремы вытекает,

что аффинное преобразование переводит любую ^-плоскость в некоторую k-

плоскость, а параллельные /г-плоскости — в параллельные /г-плоскости (см.
аналогичные утверждения в п. 3 из § 48 для аффинных преобразований плоскости).

Задача нахождения аналитического выражения аффинного преобразования
пространства Ап решается точно так же, как и аналогичная задача в двумерном шш

в трехмерном пространстве. Пусть в аффинной системе координат 0?ie2...?n
произвольная точка М пространства Ап имеет координаты (х\ х2, ..., хп\ а ее образ
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М' — в данном аффинном преобразовании / — координаты (у\ у2, ..., if1). По
аналогии с п. 4 из § 72, пользуясь предыдущей теоремой и формулами (4) из § 85,
находим:

^=ф/+ с'(/=1, 2, ..., п), (2)

где определитель матрицы С=||с/|| (верхний индекс — номер строки, а нижний

индекс
—

номер столбца) отличен от нуля.

Условимся координаты точки записывать в виде одностолбцовой матрицы:

сьсьо
Тогда систему п равенств (2) можно записать в виде одного матричного

равенства1:

у = Сх+с. (3)

Можно доказать следующее обобщение теоремы 2 из § 72.

Теорема. Если отображение f: Ап-+ Ап в аффинном репере /?=(0, Е\у ..., Еп)
задано формулами (3), где det СфОу то f — аффинное преобразование.

4. Обозначим через Ап множество всех аффинных преобразований
пространства Ап. Точно так же, как и в трехмерном пространстве (§ 73, п. 1), можно доказать,

что Ап — группа. Она называется группой аффинных преобразований
пространства Ап.

Простое отношение трех точек — инвариант группы аффинных преобразований
пространства Ап. Свойство фигуры быть отрезком, лучом или ^-плоскостью
является инвариантным свойством этой фигуры относительно преобразований
группы Ап.

Что такое аффинная геометрия? Так называется раздел геометрии, в котором
изучаются свойства фигур аффинного пространства Л„, инвариантные относительно

группы Ап аффинных преобразований. С некоторыми из таких свойств мы
ознакомились в этом параграфе.

§ 89. Евклидово /t-мерное пространство

1. Аффинное пространство Ап над векторным пространством V

называется евклидовым n-мерным пространством, если V —

евклидово векторное пространство «-измерений. Евклидово я-мерное

пространство обозначается через Еп.

Пространство Еп обладает всеми свойствами пространства Лл,

поэтому изложенная выше теория полностью относится и к

пространству Еп. Однако Еп обладает рядом так называемых метрических
свойств, которые следуют из аксиом скалярного умножения векторов.
Для изучения этих свойств чаще всего пользуются прямоугольной
системой координат. Система координат Ое\е2...еп в Еп называется

прямоугольной декартовой (или просто прямоугольной), если базис

ей ?2, ..., еп ортонормированный.
Расстоянием р (Л, В) между точками А к В называется длина

вектора АВ:

р(Л, В)=\АВ\. (1)

Выведем формулу для нахождения расстояния между точками,

заданными своими координатами.

Напомним, что матрицы перемножаются по правилу «строка на столбец».
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Задача. В прямоугольной системе координат даны точки А
и В своими координатами А (х\ х2, ..., хп\ В (у\ у2, ..., уп). Найти

расстояние между этими точками.

Решение. Вектор АВ имеет координаты АВ (у1 —х\ ..., уп — хп)
(см. задачу § 85). По формуле (1), учитывая (7) из § 84, получаем:

9 (А, B)=^J{yx-xx)2 + {y2-x2)2 + ...+{yn-xn)2.

Докажем, что основные свойства расстояний, которые имеют

место в обычном трехмерном пространстве, справедливы также в

Еп для любого п.

Теорема 1. Для любых точек А, В и С пространства Еп

р(Л, 0<р(Л, В)+ р(В, С), (2)

? По аксиоме треугольника АС=АВ-\-ВС, поэтому АС2 =

=АВ2+2АВ-ВС+ВС2. Отсюда получаем:

\АС\2=\АВ\2+2АВ'ВС+\ВС\2. (3)

Из неравенства (4) §84 следует, что ЛВ-ВС< \АВ\ \ВС\.

Таким образом, |ЛС|2< |ЛВ|2 + 2 \АВ\ |ВС| + |ВС|2, или |ЛС|2<

<[(|ЛВ| + \ВС\)2. Отсюда, учитывая равенство (1), получаем (2), ЩЦ
2. Длиной отрезка называется расстояние между его концами.

Так как длина любого ненулевого вектора больше нуля, то из

формулы (1) следует, что длина любого отрезка выражается
положительным числом. Два отрезка называются равными, если их

длины равны.
Для дальнейшего изложения необходимо доказать следующую

лемму.
Лемма. Пусть а и Ь — ненулевые векторы. Равенство

аБ=\а\\В\ (4)
имеет место тогда и только тогда, когда существует
положительное число t такое, что a= tb.

? Выберем ортонормированный базис е\, ?2, ..., еп так, чтобы.

ei=——. В этом базисе вектор b имеет координаты b(\b\, 0, ..., 0),
\ь\

поэтому равенство (4) в координатах запишется так:

а, |6|=л/а? + а22 + ... + а2 |6|, (5)

где (аь #2, ..., ап) — координаты вектора а. Из равенства (5) следует,
что ai>0, а а2 = аз = ...=ал = 0. Таким образом, a =a\ei =

=-2-b = tb9 где t=-^>0.
\ь\ \ь\

_^
_

^ Обратно, п^сть существует число />0 такое, что a = tb. Тогда

ab=(tb)b = t \b\2. Из равенства a= tb следует, что \a\=t\b\,

поэтому ab = t |F|2=|a| \b\. Щ
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Теорема 2. Если А, В и С — три точки пространства Еп,
то равенство АВ-\-ВС=АС имеет место тогда и только тогда, когда
точка В лежит между точками А и С. _>. _*.

? Пусть точка В лежит между точками Л и С, т. е. AB = t ВС,

где *>0 (§ 88, п. 2). По предыдущей лемме АВ ВС= \АВ\ \ВС\,
поэтому из равенства (3) получаем:

\АС\2=\АВ\2 + 2 |ЛВ||ВС| + |ВС|2, или \АС\2 =(\АВ\ + |ВС|)2,

\АС\ = \АВ\ + \ВС\, т. е. АС=АВ+ВС.

Обратно, пусть АВ +ВС=АС. Тогда АС2 =АВ2 +2АВ-ВС+ВС2,

или \АС\2=\АВ\2+2 \АВ\\ВС\ + \ВС\2. Сравнивая это равенство

с равенством (3), мы приходим к выводу, что АВ-ВС= \АВ\ • \ВС\.

По доказанной лемме существует t>0 такое, что AB=tBC, т. е.

точка В лежит между точками Л и С. Л
Следствие. Если точки А, В и С не лежат на одной прямой,

то АВ+ВОАС.
3. Фигура, состоящая из точки О и двух лучей ОА и ОВ,

исходящих из этой точки, называется углом и обозначается так: А. АОВ

или Z. О. Пусть Яо и bo — орты векторов ОА и ОВ, т. е. ао=—,

fe0=—_. Угол ф между векторами ао и 60 называется мерой уг-
ов

ла АОВ.

Применяя формулу (5) из § 84 к векторам ао и 60, приходим
к выводу, что мера ф угла АОВ вычисляется по формуле

_
ОА • ОБ /Сч

Угол АОВ называется прямым, если его мера равна -|*. Из

формулы (6) следует, что Z. АОВ прямой тогда и только тогда,

когда ОА-ОВ=0.
В заключение докажем, что теорема косинусов для

треугольников школьного курса геометрии справедлива и в пространстве Еп.

Пусть ABC — произвольный треугольник. По формуле (6) cosB =

—ВА'ВС
, отсюда АВ.ВС=—АВ-ВС cos В.

ВА-ВС

Из равенства (3), учитывая это равенство, получаем теорему
косинусов:

АС2=АВ2+ВС2 — 2 АВ-ВС cos В.

Заметим, что отсюда непосредственно следуют прямая и обратная
теоремы Пифагора: треугольник ABC является прямоугольным

треугольником с прямым углом В тогда и только тогда, когда
АС2=АВ2+ВС2.
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§ 90. Движения и подобия пространства Еп

1. Преобразование g евклидова пространства Еп называется движением этого

пространства, если оно сохраняет расстояния. Это значит, что для любых точек М и N

пространства Еп и их образов ЛГ и N' выполняется равенство: M'N'=MN.

Репер (О, Е\, ..., ?„) пространства Еп назовем ортонормированным, если

ортонормированным является базис из векторов Й= 0?? (*=1, 2, ..., п). Из
определения движения можно заключить, что любое движение переводит ортонормированный
репер в ортонормированный репер.

Справедливо следующее обобщение теоремы § 68.
Теорема 1. Пусть /?=(0, ?ь ..., Еп) и R' = (0', ?(, ..., Е'п) — произвольные

ортонормированные реперы евклидова пространства Еп. Тогда существует одно и

только одно движение, которое репер R переводит в репер R'. В этом движении
любая точка М с данными координатами в репере R переходит в точку М' с теми же

координатами в репере R'.
Отсюда следует, что в любом движении k-плоскость переходит в k-плоскость.

Тем же способом, как и в случае движений плоскости (см. § 41, п. 4), можно

доказать, что любое движение пространства Еп сохраняет простое отношение трех

точек -прямой. Отсюда следует, что движение переводит отрезок в отрезок, а

луч
— в луч.

Из теоремы 2 § 89 следует, что в любом движении три точки, лежащие на

одной прямой, переходят в три точки, лежащие на одной прямой. При этом простое

отношение трех точек сохраняется. Следовательно, движения являются частным

случаем аффинных преобразований того аффинного пространства Лл, из которого

получено евклидово пространство Еп.
Для того чтобы получить аналитическое выражение движений пространства ?„,

можно использовать формулы (2) из § 88 аффинных преобразований. Но в этом

случае на элементы матрицы С= \\с)\\ накладываются дополнительные ограничения.
По аналогии с движениями трехмерного пространства (§ 72, п. 5) можно убедиться
в том, что аналитическое выражение движения пространства Еп в прямоугольной
системе координат Ое\...еп имеет вид:

*/=с}*'Ч< (1)
или в матричной записи:

у
= Сх+ С, (2)

где С =|| С/1|—ортогональная матрица. Напомним, что матрица называется

ортогональной, если сумма квадратов элементов каждого столбца равна единице, а

сумма произведений соответствующих элементов двух различных столбцов равна
нулю. Определитель ортогональной матрицы равен 1 или —1.

Справедливо следующее обобщение теоремы 2 из § 42.
Теорема 2. Если отображение f:En-^En в ортонормированном репере

задано формулами (1), где матрица \\с)\\ ортогональная, то f — движение.
Таким образом, если в пространстве Еп задан ортонормированный репер, то

формулы (1) определяют движение этого пространства тогда и только тогда, когда

матрица ||с/|| ортогональная.
2. Обозначим через Dn множество всех движений евклидова пространства ?п.

Любое движение пространства Еп является таким преобразованием этого

пространства, которое сохраняет расстояния между любыми двумя точками. Следовательно,
композиция gf двух движений f и g, а также преобразование /-1, обратное движению,
являются преобразованиями пространства ?„, сохраняющими расстояния между
любыми двумя точками, т. е. являются движениями.

Мы замечаем, что: а) если /, g?Dn, то gf?Dn'> б) если f?Dnt то f~l?Dn.
Следовательно, множество Dn является группой (относительно умножения); она называется

группой движений пространства Еп.
Две фигуры F и F' пространства Еп называются равными (или конгруэнтными),

если они /^-эквивалентны, т. е. существует движение, которое переводит одну из этих

фигур в другую. Относительно группы Dn любая пара точек Л, В имеет инвариант
—

расстояние р (Л, В) (оно не меняется при любом движении), любой угол имеет

инвариант — величину этого угла. Об этих инвариантах не приходится говорить в
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случае группы Л«, так как в аффинном (но не евклидовом) пространстве Ап нет

таких понятий, как «расстояние» и «величина угла».
3. Подобием пространства Еп называется преобразование этого пространства,

которое обладает следующим свойством: существует число ?>0 (коэффициент
подобия) такое, что для любых точек Л, В и их образов Л' и Б' выполняется

равенство A'B' = k-AB.
Мы видим, что движение является частным случаем подобия (когда k= 1). Другим

частным случаем подобия является гомотетия, которая в пространстве Еп определяется
точно так же, как и гомотетия трехмерного пространства (§ 71, п. 1). Теорема 1 из § 46
полностью применима к любому преобразованию подобия пространства Еп.

По аналогии с подобиями трехмерного пространства (§ 72, п. 5) мы убеждаемся
в том, что аналитическое выражение подобия с коэффициентом k пространства Еп
в прямоугольной системе координат Oeie~2...en имеет вид:

tf^kdixl+ cf, (3)
или в матричной записи:

y
= kCx-\-cy

где С =|| d\ j| —ортогональная матрица.
Обозначим через Рп множество всех преобразований подобия пространства

Еп. Если f и g — подобия с коэффициентами k и /, то gf — подобие с коэффициентами

lky a /_1 — подобие с коэффициентом —. Следовательно, имеем: а) если /, g?Pn,

то gf?Pn', б) если /6РЛ, то f~l€Pn. Отсюда заключаем, что Рп — группа (группа
подобий пространства Еп).

Две фигуры F и F' называются подобными, если они Ря-эквиваленты, т. е. если

существует преобразование подобия / такое, что f(F)'=F'.
Из формул (3) следует, что Рп — подгруппа аффинной группы Ап. Поэтому

свойства фигуры, инвариантные относительно группы Лл, будут инвариантны и

относительно группы Рп. Кроме этих инвариантов, группа Рп имеет и другие
инварианты, например величина угла.

4. Евклидова геометрия изучает те свойства фигур пространства ?„, которые
остаются инвариантными при всех преобразованиях группы Рп. Иногда евклидову
геометрию понимают как раздел геометрии, в котором изучают свойства фигур,
инвариантные при всех движениях (т. е. в качестве основной, или, как говорят,

фундаментальной, группы евклидовой геометрии берут группу Dn движений
пространства ?„). Учитывая сказанное в § 88, п. 4, заключаем, что на аффинное
пространство Ап и евклидово пространство Еп полностью распространяется

«Эрлангенская программа» Ф. Клейна (см. § 73, п. 3).



Глава XI

КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ И КВАДРИКИ

§ 91. Квадратичные формы

1. Пусть g (х, у) — симметрическая билинейная форма на векторном
пространстве V размерности п. Отображение q:V-+R по закону:
для любого вектора х? V

q(x)= g(x, x) (1)

называется квадратичной формой, определенной на векторном
пространстве V. Будем говорить, что квадратичная^ форма (1)
соответствует симметрической билинейной форме g (х, у).

Если в пространстве V выбран базис (ei), то, используя формулу
(2) из § 84, получаем1:

q(x)= gtix?xl, (2)
где G = ||gj/ll —матрица билинейной формы, которой соответствует
квадратичная форма q. Ясно, что G — симметрическая матрица.

Нетрудно доказать, что, зная квадратичную форму q, можно

восстановить билинейную форму, которой она соответствует.

В самом деле, q (x+y)=g (х+у, x+y)=g (х, x)+ 2g (х, у)+
+ё(У> y)=q(x)+ 2g{x, y)+ q(y)-

Таким образом, g(x, y)=-^(q (x+y)— q (x)—q (jy)).
Отсюда следует, что задание квадратичной формы эквивалентно

заданию симметрической билинейной формы.
2. Матрицей квадратичной формы (2) в данном базисе (ei) будем

называть симметрическую матрицу G=\\gij\\. Для того чтобы на

векторном пространстве V задать квадратичную форму, достаточно

выбрать какой-либо базис (ei), затем задать симметрическую
матрицу G=\\gij\\. Тогда отображение q:V-+R по закону (2)
как раз и будет квадратичной формой на векторном пространстве V.

Выясним, как меняется матрица квадратичной формы при
переходе от одного базиса к другому. Пусть G= \\gij\\ — матрица квадра-

1
В этой jviaBe индексы i, /, k принимают значения 1, 2, ..., п. Напомним, что

выражение jfe,- является сокращенной записью суммы ххе\-\-х2е2-\- — -\-х?еп (см. § 83,
п. 4).
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тичной формы (1) в базисе (ei), a G= \\gij\\ — матрица той же формы
в другом базисе (г/), причем

e!=c\eh _
^

(3)
Используя эти равенства, получаем: gij = g(ciek, tfei), или

gil = ctgkiclh (4)

Эти равенства в матричной форме запишутся так:

G^CGC, (4')
где

с\ с\ ... с? II

с\ с\ ... сЦ

г1 г2 гп\\

Здесь С — матрица перехода от базиса (ei) к базису (е[), а'С —

транспонированная матрица. Так как С — невырожденная матрица,
то из формулы (4') следует важный вывод: ранги матриц G и G

равны. Значит, ранг матрицы квадратичной формы не меняется при
замене базиса. Ранг матрицы квадратичной формы называется

рангом квадратичной формы. Квадратичная форма называется

вырожденной, если ее ранг г меньше я, и невырожденной, если г = п.

3. Мы установили, что при замене базиса векторного
пространства матрица G квадратичной формы (1) заменяется матрицей G по

формуле (47), поэтому меняются и коэффициенты gy этой формы.
Естественно возникает вопрос: можно ли найти такой новый базис

(5*/), в котором матрица G квадратичной формы имеет диагональный
вид и, следовательно, сама квадратичная форма имеет вид:

q (x) = an (yl?+ a22 (y2f+ ... + а*п (упР

Такой вид квадратичной формы называется каноническим.

Ответом на поставленный вопрос служит следующая теорема.

Теорема 1. В векторном пространстве V всегда существует
такой базис, в котором квадратичная форма (1) имеет канонический

вид:

Я (X)=gn {Xlf+g22 (x2f + ...+grr (xSf, (5)
где г — ранг данной квадратичной формы.

? По следствию теоремы 1 из § 84 в пространстве V существует
базис (ei), любые два вектора которого сопряжены относительно

симметрической билинейной формы g (x, у), которой соответствует
данная квадратичная форма (1). Пусть^в этом базисе квадратичная

форма имеет вид (2). Так как gij = g (ей ?/) = 0, если 1Ф\, то формула
(2) принимает вид:

q (x)= gu (xlf + g22 (x2)2 + ... + gnn (xnf. (50

\C\ C2 ... Cln
2 2 2

\c\ ci ... ci

\C1 Cl ... Cnn
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Матрица этой квадратичной формы имеет вид:

gu О

&22.

Так как квадратичная форма g имеет ранг г, то точно г из

коэффициентов gu, ?22, ..., gnn отличны от нуля, а остальные

равны нулю. Меняя, если надо, йумерацию векторов базиса, в

котором квадратичная форма q имеет вид (5'), мы всегда можем

добиться того, чтобы отличными от нуля были первые г

коэффициентов gu, g22, ..., grr, и, следовательно, в этом базисе

квадратичная форма q будет иметь вид (5).Л
4. Рассмотрим два базиса (ei) и (е[) векторного пространства

1/ и обозначим через \\с{\\ матрицу перехода от базиса (ei) к базису
(е[): e'i = clej.

Если вектор х в базисе (ei) имеет координаты х\ а в базисе

(е[) — координаты у1, то x= xjej, x=yle!=ylciej. Отсюда следует, что

xl = c\jf. (6)
Мы получили формулы преобразования координат векторов при
переходе от базиса (ei) к базису (е[).

Пусть квадратичная форма q в базисе (ei) имеет канонический

вид (5). Здесь некоторые из коэффициентов gn, g22, ..., grr могут
оказаться положительными, а другие

—

отрицательными. Если
число положительных коэффициентов равно k, где O^fe^r, то,
меняя при надобности нумерацию первых г векторов базиса,
можно добиться того, чтобы положительными были первые k

коэффициентов:

q(x)= bx(xx)2 + b2(xJ+ ... + bk(xk)2-bk+x(xk+lf
где Ь\> &2, -.., Ьг — положительные числа. Перейдем к новому

базису а\, а,2, ..., ап по формулам:

аа= -—?*, as = es, где а=1, 2, ..., г, s = r+l, ..., п.

Тогда формула (6) имеет вид: ха= уа, xs= ys, поэтому в

новом базисе (ai) форма q имеет вид:

q(x)=(ylf+(yy+ ...+(ykf-(yk+lf-...-(yrf. (8)
Здесь квадратичная форма представляется в виде суммы

квадратов с коэффициентами -j- 1 или —1. В этом случае говорят, что

квадратичная форма имеет нормальный вид. Таким образом,
доказана следующая теорема.

Теорема 2. В векторном пространстве V всегда существует
такой базис, в котором данная квадратичная форма (1) имеет

нормальный вид (8), где г — ранг квадратичной формы.

-<
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5. Для того чтобы привести квадратичную форму к

нормальному виду, можно пользоваться различными методами. Наиболее

распространенным из них является метод Лагранжа, который
заключается в том, что, выполняя алгебраические преобразования,
квадратичную форму (2) приводят к виду:

q(x)=g'\\ {xl +a2\x2+ a3\xz + ... + an\xnf+g'22 (x2 + а32Хг +...+

+ an2xn)u+ ... + g'rr(xr + ar+irXr+l + ...+anrXn)2.
Для этого сначала группируют все члены квадратичной формы

(2), содержащие х\ и дополняют до полного квадрата, а затем

группируют все члены этой формы, содержащие х2, и дополняют

до полного квадрата и т. д.

Далее, вводя новые переменные у\ ..., уп, форму записывают

так:

д(х)= г1(у1)2 + г2(у2)2 + ... + гг(уг)2.
Здесь г — ранг квадратичной формы, a ei, ..., ег равны +1

или —1.

Следующий пример поясняет эту идею.

Пример. Привести к нормальному виду и найти

соответствующий базис квадратичной формы q (x)=(xj-(x2)2— 6,5 (х3)2 —
—2х1х2 + 2х1х3-{-6х2х3. заданной в базисе е\, е2, е$ трехмерного
векторного пространства V.

Решение. Сгруппируем все члены, содержащие х\ и дополним

их до полного квадрата:

?(i)=[(x1)2-2(x2-xV4(x2-x3)V(^2-^3)2-(^)2-6,5x3^3+
+ 6х2-х3 = (х] -x2+x3f-2 (х2)2-7,5 (х3)2 + 8х2х3.

Аналогично поступаем с членами, содержащими х2. В
результате получим:

q (х) = (х1 -х2+х3f - 2 (х2х2 -4х2х3 + Ах3х3) +±~х3х3 =

=(*1_**+*3)2_2 ^2_2ХЪ)2+^ХЪХЪ=

=(xl-x2+x3)2-^2x2-2^j2x3)2 + (±x3)\
Перейдем теперь к новому базису е\, е2, ~е'ъ так, чтобы формулы

преобразования координат векторов имели вид:

у>=х1-х2+ х3, у2=—х3, у3=л$х2-2^2х3.
V2

Выразив х через у, получаем формулы преобразования
координат векторов в виде (6):

x>=y>+±y*+-Ly\
л/2 л/2

х2=72у2+У' -3=V2i/2.
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Отсюда следует, что новые базисные векторы имеют координаты:

!i(l'°'0)-s(!'^>s(^'0>
В новом базисе (е\) форма q имеет нормальный вид:

ч=(у1?+(у2Т-(у3)2.

§ 92. Положительно-определенные квадратичные формы

1. В векторном пространстве V существует много базисов, в

которых квадратичная форма имеет нормальный вид. Пусть,
например, в базисах (щ) и (&*) квадратичная форма имеет

соответственно нормальный вид:

q (х)=(уУ +(уУ+. . .+ (у*)2-(у*+1)2-. . .-(у')2, (1)
q (х) = (г>)2 + г2)2+. . . + (2Л)2-(2Л+1)2— . .-{zrf. (2)

Возникает вопрос: не может ли случиться так, что два

нормальных вида (1) и (2) одной и той же квадратичной формы
содержат разное число положительных квадратов (т. е. кфК).
Следующая теорема показывает, что на самом деле такого случая
быть не может. Для придания этой теореме традиционной
формулировки будем называть квадратичную форму q, определенную
на векторном пространстве V над полем R действительных чисел,
вещественной квадратичной формой, а число отрицательных
квадратов в нормальном виде формы q

— индексом этой формы.
Теорема 1 (закон инерции вещественных квадратичных

форм). Индекс вещественной квадратичной формы не зависит от

выбора базиса, в котором квадратичная форма имеет нормальный вид.
? Пусть квадратичная форма q в исходном базисе (ei) имеет

вид (2) (§ 91), в базисе А =(щ)—нормальный вид (1), а в базисе

B=(bi) — нормальный вид (2). Надо доказать, что г — k = r— /i,
т. е. k = h.

Используя формулы (6) из § 91 преобразования координат
векторов, получаем:

у1=р)хК zi= q)xi, (3)
где матрицы ||р;|| и ||^/|| невырожденные. Из равенств (1) и (2)
находим:

Предположим, что k<h, и рассмотрим систему уравнений:
у' = 0, ..., */* = 0, 2Л+1=0, ..., zn = 0.

Заменяя в этой системе левые части их выражениями (3),
получим систему k-\-n — h<Cn линейных однородных уравнений с п

неизвестными уд. Как известно из алгебры, такая система имеет
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ненулевые решения. Возьмем одно из таких решений: xi=xio.
Для таких значений равенство (4) примет вид:

-(yk+l)2-.. .-(yrf=(zlf+.. .+(z")2. (5)
Так как у1 и г1 принимают только действительные значения,

то из равенства (5) следует, что yk + l=.. ,=yr = zl =.. .
= гЛ = 0.

Таким образом, все г1 равны нулю при х1=хо, и, значит,
система п линейных однородных уравнений q)xi = 0 имеет ненулевое
решение xj=xh. Следовательно, det||^/|| =0, что невозможно, так

как матрица ||^}|| невырожденная.
Предполагая k>h, придем к такому же противоречию.

Значит, k = h. Щ
Следствие 1. Число положительных и число отрицательных

коэффициентов в каноническом виде (5) (§91) квадратичной формы
не зависит от выбора базиса, в котором эта форма имеет

канонический вид.
Разность k — l = s между числом положительных и числом

отрицательных коэффициентов в нормальном (или в каноническом)
виде квадратичной формы называется сигнатурой этой формы.

Следствие 2. Сигнатура квадратичной формы не зависит

от выбора базиса, в котором квадратичная форма имеет нормальный
вид.

Заметим, что так как k — l = sy k-\-l = r, то ?=—(r+ s), / =
l

=—(г—s). Значит, зная ранг и сигнатуру квадратичной формы,
легко найти числа k и I.

2. Квадратичная форма

q(x) = g(x, x) (6)

называется положительно-определенной, если симметрическая
билинейная форма q (х, у) является положительно-определенной, т. е.

если для любого ненулевого вектора х имеем: q(x)= g(xi x)>0.
Следующая теорема выражает признак положительной

определенности квадратичной формы.
Теорема 2. Вещественная квадратичная форма q является

положительно-определенной тогда и только тогда, когда ее ранг

максимален, т. е. г = п и индекс равен нулю^
? Выберем в пространстве V базис (ei) так, чтобы данная

квадратичная форма q имела нормальный вид (см. теорему 2 из § 91):

q (х)=(*')2 + (;к2)2+.. .+(х*)2-(х*+')2--. .-(О2. (7)
Так как q

— положительно-определенная форма, то для

любого вектора хфО, q(x)>0. Это возможно только в том случае,
когда в формуле (7) г==п и k = n. Действительно, если

предположить, что г<я, то q (еп) = 0, что невозможно, так как q
—

положительно-определенная форма^ Аналогично, если предположить, что

k<Zn, то легко видеть, что q (е\-\-еп) = 0.

Обратно, если для квадратичной формы (7) г = п и индекс
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равен нулю, т. е. k = n, то формула (7) принимает вид: q (x)=
= (х1)2 + (х2)2+.. . + (хп)2. Отсюда следует, что при хфО q(x)>0
и, значит, форма q

— положительно определенная. Ц
Следствие. Вещественная квадратичная форма q является

положительно-определенной тогда и только тогда, когда ее

сигнатура равна п.

? Действительно, мы знаем, что s = r — 2L Поэтому если

г = п и / = 0, то, учитывая доказанную теорему, приходим к

искомому выводу. Щ
3. Пусть на n-мерном векторном пространстве V над полем R задана сим-

метричная^ билинейная форма / (ху у) такая, что соответствующая ей квадратичная

форма q(x)= q(x, х) имеет ранг г= п и индекс (Ф0(0<с(-<п). Тогда пространство
V называется псевдоевклидовым векторным пространством индекса I.

Аффинное пространство Ап над векторным пространством V называется

псевдоевклидовым n-мерным пространством 1Еп индекса I, если V является
псевдоевклидовым векторным пространством индекса /. Геометрия пространства 1Еп
применяется в специальной теории относительности.

§ 93. Квадрики в аффинном пространстве Ап

1. Рассмотрим аффинное пространство Ап над векторным

пространством V размерности п (§ 85, п. 1). Квадрикой или

гиперповерхностью второго порядка в пространстве Ап называется

фигура, образованная всеми теми точками пространства Лп,
координаты которых в какой-либо аффинной системе координат Oet

удовлетворяют алгебраическому уравнению второй степени:

ацх1х1 + 2а;ох* + а0о = 0, (1)

где aij
= aji (коэффициенты ац симметричны по своим индексам)1.

Из этого определения следует, что при п = 2 квадрика есть

линия второго порядка на плоскости, а при /г==3— поверхность

второго порядка в трехмерном пространстве.

Нетрудно доказать, что понятие квадрики не зависит от

выбора системы^координат. В самом деле, пусть фигура Q в системе

координат Oet имеет уравнение (1). Если 0'е[— новая система

координат, то формулы преобразования координат точек при

переходе от системы Оеь к системе О'е! имеют вид (см.
формулы (4) из § 85):

х? = с)у' + хЬ, /=1, 2, ..
,
п. (2)

Подставив эти выражения в уравнение (1) и приводя подобные

члены, получим уравнение фигуры Q в новой системе координат
О'е'с

a'njfу* + 2а[0у1+ або = 0, (3)
где

aij = aki<$clh (4)
а а/о, або — некоторые действительные числа.

1
Так как уравнение (1) — алгебраическое уравнение второй степени, то хотя бы

один из коэффициентов ац отличен от нуля.

273



Мы пришли к выводу, что в новой системе координат фигура Q
задается алгебраическим уравнением (3), степень которого не выше

чем два. Если предположить, что степень уравнения (3) меньше

двух, то при обратном переходе от системы O'el к системе Oei
степень уравнения фигуры Q должна повыситься, что

противоречит предыдущему выводу. Таким образом, в системе Q'ei
фигура Q определяется уравнением второй степени (3). Тем самым

доказано, что понятие квадрики не зависит от выбора системы

координат.
2. Формулы (4) в точности совпадают с формулами (4) из § 91,

по которым меняются коэффициенты квадратичной формы в

векторном пространстве V размерности п при переходе от базиса

(<?,-) к базису (е[). Поэтому в левой части уравнения (1) сумма
членов второй степени ац)дх1 (где по условию матрица Л=||а/||
ненулевая) определяет на пространстве V некоторую
квадратичную форму. Ранг этой квадратичной формы называется рангом

квадрики. Квадрика называется невырожденной, если ее ранг
равен п.

3. Если при центральной симметрии относительно точки С,
фигура F пространства Ап переходит в себя, то говорят, что эта

фигура симметрична относительно точки С, а точку С называют

центром симметрии этой фигуры. Центр симметрии квадрики Q
называется центром квадрики. Имеет место теорема, которую мы

приводим без доказательства.

Теорема 1. Точка Мо является центром квадрики (1) тогда
и только тогда, когда координаты этой точки удовлетворяют
системе уравнений:

OijXI-\-aio = 0, ?=1, 2, ..
,
п. (5)

При решении системы (5) встречаются три случая в

зависимости от рангов матриц Л = ||а/|| и B=\\aih а/оII.
1) г(А)= п (т. е. квадрика невырожденная). Система (5) имеет

единственное решение, поэтому квадрика имеет единственный центр.
2) г {A) = r (B)= r<zn. Система (5) совместна, и в ней можно

оставить лишь r<zn линейно независимых уравнений, которые
определяют (/г —г)-мерную плоскость (плоскость центров). Каждая
точка этой плоскости служит центром квадрики.

3) г {А)Фг (В). Система (5) несовместна, поэтому квадрика

Q не имеет центров.
В случае 1) квадрика называется центральной, а в двух других

случаях
— нецентральной.

4. Введем в рассмотрение два специальных класса квадрик,

которые являются обобщениями цилиндрических и конических

поверхностей трехмерного пространства (см. § 76 и 77).
Квадрика называется цилиндрической, если существует такое

векторное подпространство Lk, где 1^&<п, что квадрика вместе

с каждой своей точкой содержит всю /г-плоскость, проходящую
через эту точку и имеющую направляющее подпространство L*.

Из этого определения следует, что цилиндрическая квадрика состоит
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из fe-плоскостей, которые, очевидно, параллельны друг другу. Эти

/г-плоскости называются образующими цилиндрической квадрики.
Докажем теорему, в которой выражен критерий цилиндрической

квадрики.

Теорема 2. Если квадрика Q пространства Ап задана в

аффинной системе координат Oei уравнением

а^хах^ + 2ааоха+ а00 = 0, (6)

где а, 0=1, 2, ..
, /, а 1^/<я, то Q является цилиндрической

квадрикой, ^образующие которой имеют направляющее
подпространство L(?/+i, ?/+2, ..

, еп).
? Для доказательства теоремы достаточно убедиться в том,

что (п — 1)-плоскость Пл_/, проходящая через произвольную точку
Мо (х1о, ..

, Хо) квадрики (6) и имеющая направляющее

подпространство L(ei+\, ei+2, ..
, еп), целиком принадлежит квадрике Q.

Плоскость Yln-i имеет параметрические уравнения

х1=х'0, ..., xl=xi xl+l=xlo+l + tl+\ ..., xn=x5+tn.
Так как М0 — точка квадрики Q, то aap*oxB+ 2aaoXo + aoo = 0.

Из этого равенства следует, что любая точка плоскости Пп_/
принадлежит квадрике Q, т. е. ГЦ-/ целиком принадлежит

квадрике Q. Щ
Пример 1. Квадрика, заданная в пространстве А$

уравнением (х1)2 + (х2)2 — (х3)2=1, является цилиндрической квадрикой с

прямолинейными образующими, параллельными вектору е4.

Квадрика, заданная этим же уравнением в пространстве А$9 является

цилиндрической квадрикой, образующими которой являются

двумерные плоскости с направляющим подпространством L (е4, еъ).
Для удобства дальнейшего изложения условимся точку называть

/^-плоскостью при & = 0.

Квадрика называется конической, если существует fe-плоскость

Ш, где 0^ik<n, такая, что квадрика вместе с каждой своей
точкой М, не принадлежащей Ш, содержит всю (& +1)-плоскость,
проходящую через точку М и содержащую Ш. Плоскость П*
называется вершиной конической квадрики.

Из определения конической квадрики непосредственно следует,
что любая точка ее вершины является центром этой квадрики.
Имеет место следующая теорема, в которой выражен критерий
конической квадрики. Эту теорему мы приводим без доказательства.

Теорема 3. Если квадрика пространства Ап имеет хотя бы

один центр, принадлежащий самой квадрике, то она является

конической. При этом множество центров этой квадрики является ее

вершиной.
Пример 2. Квадрика, заданная в пространстве Ап

уравнением (х1)2+. .. + {xkf — (xk+1)2-. ..-(xrt)2 = 0, при любом 1<Л<л
является конической. В самом деле, ранг этой квадрики равен /г,

поэтому квадрика является центральной, и по теореме 1 центр

квадрики совпадает с началом координат. Начало координат,
очевидно, принадлежит самой квадрике.
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Замечание. Квадрика может быть одновременно и

цилиндрической, и конической. Рассмотрим, например, квадрику в Лз,
заданную в системе координат Ое^ез уравнением (х1)2 — (х2)2=0.
Она представляет собой пару плоскостей, пересекающихся по оси

Ох3, поэтому является цилиндрической квадрикой с

прямолинейными образующими, параллельными вектору вз, и в то же время
конической квадрикой, вершиной которой является ось Ох3.

§ 94. Приведение уравнения квадрики к нормальному виду.
Понятие о классификации квадрик

1. Докажем теорему, с помощью которой можно дать аффинную
классификацию квадрик пространства Ап.
Теорема 1. Подходящим выбором аффинной системы

координат в пространстве Ап уравнение квадрики, имеющей хотя

бы один центр, можно привести к виду:

(х^+(ху+... + (хк)2-(хк+>)2-...-(хг)2 = г0, (1)

а уравнение квадрики, не имеющей ни одного центра, к виду:

(xl)2 + {x2)2+\..+(xk)2-(xk+1)2-.. .-(xrf = 2xr+l. (2)

Здесь г — ранг квадрики, го = О или го = 1, a k может принимать

значения от 0 до г.

? Пусть в системе координат Ое,- данная квадрика Q имеет

уравнение

ацх1х] + 2аюх? + а0о = 0. •

Рассмотрим квадратичную форму q (х)= ацх1у1 и возьмем базис

(ei) так, чтобы квадратичная форма q в этом базисе имела

нормальный вид (см. теорему 2 из § 91):

q$)=(yl)2+(y2)2+-+(yk)2-(yk+y---(yrf.
Тогда в системе координат Ое[ квадрика Q имеет уравнение

(ylf+ (y2)2+ - +(yk)2-(yk+l)2---(yr)2+ 2bi0yi+aoo=0. (3)
Нетрудно видеть, что это уравнение можно записать так:

(y{+blo)2 + ^ + (yk + bko)2-(yk+l-bk+lo)2-^-(yr-bro)2 =

=^-2(br+wyr+l + br+2oyr+2 + ... + bnoyn)+ a'oo. (3')

Пользуясь теоремой 1 из § 93, напишем систему уравнений для

нахождения центров квадрики (3) (см. систему (5) из § 93):

у1 + Ью= 0, y2 + b20 = 0, ..., yk + bko = 09

yk+-l-bk+l0= 0y ..., yr-bro= 0, 6г+ю= 0, &г+2о= 0, ..., &л0= 0. (3")

Рассмотрим два возможных случая.

1) Квадрика Q имеет хотя бы один центр. Тогда система (3")
совместна, поэтому &г+ю= 6г+2о = ... = &ло = 0. Рассмотрим новую

систему координат O'el так, чтобы формулы преобразования имели

вид:
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г' =у1+Ью, ..., zk = yk + bk0, zk+l=yk+l-bk+l0, ...,

Подставив эти значения в уравнение (3'), получаем уравнение

квадрики Q в новой системе координат:

(zl)2 + (zy+ ... + (zk)2-(zk+l)2-...-(zr)2 = a(>o-

Если а6о = 0, то это уравнение имеет вид (1). Если а60=^=0, то,

применив формулы преобразования: zl=^J\abo\tl, ..., zr=^J\ado\ tr,
zr+l = tr+\ ..., zn = tn, и, если необходимо (при а6о<0), изменив

нумерацию первых г координатных векторов, получаем уравнение
вида (1).

2) Квадрика Q не имеет центров. Тогда система (3") несовместна,

поэтому хотя бы один из коэффициентов fcr+ю, ЬГ+20, •-., bno отличен

от нуля. Пусть, например, fer_|_10=^0. Рассмотрим новую систему

координат 0'et так, чтобы формулы преобразования имели вид:

г1=у1 + Ью, .... zk=yk + bk0, z*+1 = </*+1-6*+10, ....

2T = tf-b^ zr+l = -br+ioyr+l-br+20yr+2-...-bnoyn+^,
Zr+*=yr+ 29 _ zn= yn

Заметим, что такая система координат существует, так как

матрица коэффициентов этих соотношений имеет ранг п. Подставив
эти значения в уравнение (3'), мы приходим к выводу, что уравнение
квадрики в новой системе координат имеет вид (2). Щ

Уравнения (1) и (2) называются нормальными уравнениями

квадрик в аффинном пространстве Ап.
2. По теореме 1 уравнение любой квадрики, имеющей центры,

можно привести к виду (1). Поэтому если ранг такой квадрики
меньше дг, то по теореме 2 из § 93 квадрика является

цилиндрической. Аналогично, используя уравнение (2), приходим к выводу, что

если квадрика не имеет ни одного центра и ее ранг меньше /г—1,
то она является цилиндрической.

Ниже дана классификация нецилиндрических квадрик
пространства Ап. Эта классификация основана на следующей теореме,

которую приводим без доказательства.

Теорема 2. Две квадрики Qi, Q2 в пространстве Ап аффинно-
эквивалентны тогда и только тогда, когда существуют аффинные
системы координат, в которых данные квадрики имеют одно и то же

нормальное уравнение.
3. Классификация нецилиндрических

квадрик, имеющих центры. Так как квадрика
нецилиндрическая, то г = /г. Поэтому квадрика является центральной, и

уравнение (1) имеет вид:

(х1)2 + (х2)2 + ... + (^)2-(^+1)2-...-(Л2 = во. (4)

Для всех возможных значений k получаем следующие (и+1)
уравнениям
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(х')2 + (х2)2 + ... + (хп-1)2 + (хп)2 = г0) (4,)

(xI)2 + (JC2)2 + ... + (^-I)2-(^)2 = e0, (42)

(Xl)2 _ (JC2)2 _ _

_ (jcn- 1)2 __ (xn}2= g()j (4д)

-(х1)2-(х2)2-...-(хп-1)2-(хп)2 = г0. (4я+1)

При 8о=1 различные уравнения определяют аффинно-неэкви-
валентные квадрики, поэтому получаем п-\-\ видов квадрик.
Квадрика, заданная уравнением (4i), называется эллипсоидом,
уравнением (4n+i) — мнимым эллипсоидом (эта квадрика не имеет

ни одной вещественной точки). Квадрики, заданные уравнениями

(42) —(4Л), называются гиперболоидами индекса /, где / — число

отрицательных коэффициентов в нормальном уравнении квадрики.

При 8о = 0 квадрики, заданные уравнениями (4i) — (4n+i),
являются коническими (см. пример 2 из § 93). В этом случае,

умножив последние1
^ уравнений на —1, мы приводим их к

первым И 1 уравнениям, поэтому при п четном получаем -|—1-1,
при п нечетном "Г различных типов конических квадрик.

Коническая квадрика, заданная уравнением (4i) (или уравнением (4rt+i))
называется мнимой, так как на ней имеется только одна

вещественная точка — начало координат.
4. Классификация нецилиндрических

квадрик, не имеющих центров. Так как квадрика, заданная

уравнением (2), не является цилиндрической, то г= п — \, поэтому
уравнение (2) имеет вид:

(xl)2 + (x2)2 + ... + (xkf-(xk+l)2-...-(xn-{)2 = 2xn. (5)

Для всех возможных значений k получаем п уравнений:

(х1)2 + (х2)2 + ... + (хл"1)2 = 2хл, (50

(х1)2 + (х2)2 + ...-(хл-1)2 = 2хл, (52)

_(х1)2_(х2)2_..;_(>-1)2= 2^. (5Я)

Уравнения (5i) и (5П) определяют одну и ту же квадрику, так как,

выполнив преобразование координат по формулам: х1 = у{, ..., хп~1 =
=уп~\ хп=—уп, уравнение (5П) приводится к виду (5i). Таким

образом, по аналогии со случаем конических квадрик, умножив

соответствующие уравнения на — 1, получаем при п четном -|- и

при п нечетном
^ различных типов квадрик. Эти квадрики

называются параболоидами.
1
Здесь |а| — целая часть числа а.

278



Из приведенного выше исследования мы заключаем, что в

трехмерном пространстве существуют всего 8 видов квадрик, которые
не являются цилиндрическими: эллипсоид, мнимый эллипсоид, два

гиперболоида, конус, мнимый конус и два параболоида.

§ 95. Квадрики в евклидовом пространстве

1. Пусть V—евклидово n-мерное векторное пространство над полем R.
Напомним, что линейным оператором <р, определенным на

пространстве V, называется^линейное отображение ф: V -> V. Это значит, что

каждому вектору х? V ставится в соответствие вектор^ф(х) так, что

для любых вещественных чисел а, р и любых векторов х и у
выполняется равенство

Ф (ах+ Ру)= аф (х)+ рф (у). (1)

Пусть (ei) — базису пространства V. Используя равенство (1),
получаем: ф (х)= ф (xfei) = х1ф (ei).
Таким образом,

<f>(x) = x*aieh (2)
где а[ — координаты векторов ф (ei) в базисе eif т. е.

q>(ei) = alej. (3)

Матрица ||а/|| называется матрицей оператора ф в базисе (ei).
Оператор ф евклидова пространства V называется

симметрическим, если для любых векторов х и y?V выполняется равенство

ф(х).у= ?.ф(у). (4)
Записав равенство (4) для векторов базиса ~еь и используя

равенства (3), получаем:

Ф (ei) ef = ei(p (ef\ afekej=е^еь

Если базис (ei) ортонормированный, то отсюда следует, что

а{ = а). Таким образом, матрица симметрического оператора в

ортонормированном базисе является симметрической матрицей.
Используя равенство (2), легко ^доказать утверждение: если

заданы ортонормированный базис (ei) и произвольная
симметрическая матрица \\а{\\, то отображение y.V^V, определяемое
формулой (2), является симметрическимоператором.

Напомним, что ненулевой ^вектор х называется собственным

вектором оператора ф, если ц>(х)= Хх. При этом число К называется

собственным значением оператора ф, соответствующим вектору х.

Можно доказать, что в евклидовом я-мерном векторном пространстве
V существует ортонормированный базис, все векторы которого
являются собственными векторами данного симметрического
оператора. Пользуясь этим утверждением, докажем следующую
теорему.
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Теорема 1. В евклидовом векторном пространстве V

существует хотя бы один ортонормированный базис (е-), любые два вектора
которого сопряжены относительно данной симметрической
билинейной формы а (х, у).

? Пусть в ортонормированном базисе е,- симметрическая
форма а имеет вид (см. (2) из § 84):

а (Я у)= ацх1у1. п (5)

Рассмотрим оператор ф, заданный формулой ф (х) = 2 х1а^\.
Так как \ац\ — симметрическая матрица, то этот оператор является

симметрическим. Теперь формулу (5) можно записать так:

а (х, у)= апх1у1 + а-Лх?у2 +... + ainx*yn = ф (х)• у. (6)

Рассмотрим ортонормированный базис (Й), все векторы которого
являются собственными векторами оператора ф (х). Нетрудно
убедиться в том, что этот базис^ искомьш^

В самом деле, a (el, е/) = Ф (е[) e'j = kie!ej. Если 1Ф\, то е/-е/=0,
поэтому a(eU ef) = 0. Щ

2. Пусть в евклидовом пространстве Еп дана квадрика Q,

которая в прямоугольной системе координат определяется
уравнением

ацх1х1 + 2аюх* + аоо = 0.

Мы уже отмечали (см. § 93, п. 2), что сумма а,цх1х1 на векторном
пространстве V евклидова пространства Еп определяет квадратичную

форму q(x)= dijX?. Возьмем новую прямоугольную ^систему

координат Ое[ так, чтобы любые два вектора базиса (е!) были

сопряжены относительно билинейной формы a (jc, у), которой
соответствует квадратичная форма q. По предыдущей теореме
такой базис существует. В этом базисе квадратичная форма q имеет

канонический вид (5) (§ 91), поэтому в системе координат Ое[

квадрика Q имеет уравнение

а'п(у1)2 + ~. + а'гг(уг)2 + 2а!оу1 + а0о = Оу

где г — ранг квадрики.
Для дальнейшего упрощения этого уравнения мы поступаем

также, как и при доказательстве теоремы 1 из § 94, т. е. путем
надлежащего выбора нового начала координат добиваемся того,
чтобы либо все коэффициенты а/о были равны нулю (если квадрика
имеет хотя бы один центр), либо все коэффициенты а/о, кроме
одного, были равны нулю (если квадрика не имеет центров). Таким

образом, всегда можно выбрать такую прямоугольную систему

координат, в которой квадрика Q, имеющая хотя бы один центр,

определяется уравнением вида:

а1(^)2 + ... + аг(хг)2 = е0, (7)

а квадрика, не имеющая центра, определяется уравнением вида:
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a,(xl)2 + ... + a,(jtr)2 = 2xr+l.

йг

(8)

ненулевые коэф-Здесь г — ранг квадрики, а\у аг,

фициенты, а 80=1 или ео = 0.

Уравнения (7) и (8) называются каноническими уравнениями
квадрик в пространстве Еп.

Замечание. В евклидовом пространстве Еп, вообще говоря,
невозможно получить нормальные уравнения квадрик, т. е.

уравнения вида (1) и (2) из § 94, так как это потребовало бы изменения длин

координатных векторов (см. теорему 2 из § 91), что невозможно,

ибо здесь координатные векторы должны быть единичными. Поэтому
в теории квадрик в евклидовом пространстве Еп основную роль
играют канонические уравнения квадрик.

3. Рассмотрим более подробно классификацию квадрик в

евклидовом пространстве ?3. Используя уравнения (7) и (8), положив в них

xl=x, x2 = y, xz = z, ai = =h—;,
ar

следующие 17 канонических

трехмерном пространстве.

I. Квадрики ранга три:

.1 ,1
Ьг сг

уравнений квадрик в

получим

евклидовом

; а2^ Ь2^ с2
ООО

2)

3)

4)

а2

—+а2^
х2

У2
ь2

у'

б2
Z2

с2''
z2

с2

= 1

-1
ь2
,,2

5> -?+i*-?-0
Q> a2^ Ь2^ с2

II. Квадрики ранга
Г2 1?

7) —Л.М-=1> а2^ Ь2

8)
х2 -?=1

ь2

У) а2 Ь2

10) ^+^=0
к2 и2

1П -——=04
а2 Ъ2
г2 и2

12> -7+-JF-2Z
г2 и2

13) ?-?=&

— эллипсоид;

1— мнимый эллипсоид;

— однополостный гиперболоид;

— двухполостный гиперболоид;

—

конус;

— мнимый конус;

два:

— эллиптический цилиндр;

— мнимый цилиндр;

— гиперболический цилиндр;

—

пара мнимых плоскостей,
пересекающихся по действительной прямой;

—

пара пересекающихся плоскостей;

— эллиптический параболоид;

— гиперболический параболоид;
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III. Квадрики ранга один:

14) у2 = 2рх — параболический цилиндр;

15) х2— а2 = 0 —

пара параллельных плоскостей;

16) х2-\-а2 = 0 —

пара мнимых параллельных плоскостей;

17) х2 = 0 —

пара совпавших плоскостей.

Квадрики 1, 3—5, 7—9, 12—14 были изучены в главе IX. Теперь
мы имеем полный перечень всех аффинно-различных классов

квадрик трехмерного евклидова пространства. В самом деле, имеет место

следующая теорема, которую мы приводим без доказательства,
так как ее доказательство по существу ничем не отличается от

доказательства теоремы 4 § 50.

Теорема 2. При любом аффинном преобразовании
пространства квадрика переходит в квадрику. Любые две квадрики,
принадлежащие одному из семнадцати классов, аффинно-эквивалентны,
а две квадрики, принадлежащие разным классам, аффинно
неэквивалентны.



Глава XII

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОСТРОЕНИЯ

НА ПЛОСКОСТИ

§ 96. Задачи на построение с помощью циркуля и линейки

Настоящая глава посвящена задачам на построение фигур и

различным методам решения таких задач. Эти задачи составляют

важную часть школьного курса геометрии.
1. Во всякой задаче на построение требуется по каким-либо

данным фигурам построить искомую фигуру, удовлетворяющую тем

или иным условиям. При этом указывается (т. е. формулируется
явно или подразумевается), с помощью каких чертежных
инструментов следует выполнить построение искомой фигуры. Здесь могут

представиться различные комбинации из следующих инструментов:
линейка, угольник, транспортир, циркуль с данным раствором,
линейка с параллельными краями и др. В школьном курсе геометрии
обычно рассматриваются задачи на построение с помощью циркуля
и линейки, поэтому в дальнейшем всюду, где не оговорено

противное, предполагается, что все построения должны быть

выполнены с помощью этих инструментов.

Предполагается, что линейка как инструмент геометрических
построений не имеет масштабных делений и с ее помощью

можно провести прямую, проходящую через две данные или

построенные точки. Никаких других операций выполнить линейкой
нельзя. С помощью циркуля как инструмента геометрических
построений можно описать окружность с центром в данной
или построенной точке и радиусом, равным данному или

построенному отрезку.
2. Выберем в пространстве некоторую плоскость и назовем

ее основной плоскостью. Будем предполагать, что все

рассматриваемые геометрические фигуры лежат в этой плоскости. Точки,
прямые и окружности основной плоскости играют особую роль
в задачах на построение с помощью циркуля и линейки, поэтому их

мы называем основными фигурами. Кроме основных фигур, нас

будут интересовать также другие простейшие фигуры: отрезки, лучи,
углы, полуплоскости, многоугольники и дуги окружностей. Заметим,
однако, что каждая из этих фигур определяется заданием точек,

прямых или окружностей. Например, отрезок АВ определяется
точками А и В и прямой АВ. Луч определяется началом луча

(т. е. точкой), прямой, которой он принадлежит, и некоторой его
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точкой. Таким образом, не нарушая общности, можно считать,

что во всякой геометрической задаче на построение требуется по

каким-то данным основным фигурам построить другие основные

фигуры (точки, прямые или окружности).
Точки и прямые, как обычно, будем обозначать соответственно

прописными и строчными буквами латинского алфавита (Л, В, С,.. ,

а, 6, р, /). В дополнение к обычным обозначениям для отрезков
и углов (АВ, CD, /-ВОA, Z.AX ..._) будем применять также

следующие обозначения^ отрезки — а, Ь, с, ..., их длины соответственно

а, Ь, с,...; углы ф, г|), их градусные меры соответственно ф, г|). Отметим,
наконец, что окружности обозначаем, как обычно, через (О, г),
(М, АВ) или в отдельных случаях буквами у и ш.

Для того чтобы в общем виде сформулировать постановку
задачи на построение, введем следующие соглашения. Будем считать,
что при формулировке и решении каждой конкретной задачи на

построение по определенному правилу выделяется некоторое
множество Q основных фигур (т. е. точек, прямых и окружностей),
каждый элемент которого называется построенной фигурой. Каждая
прямая или окружность можества Q рассматривается как единый
объект — элемент множества. Например, если у

—

построенная
окружность, то отсюда не вытекает, что все точки окружности
построены, более того, мы не предполагаем даже, что центр
окружности у является построенной точкой. Конечно, отдельные точки

этой окружности как самостоятельные фигуры могут быть

построенными, но это должно быть оговорено условиями задачи или

получено процессом построения.
Мы предполагаем, что введенное неопределяемое понятие

построенной основной фигуры удовлетворяет следующим двум
требованиям.

а) Точки, прямые и окружности, заданные условиями задачи
на построение, принадлежат множеству Q, т. е. считаются

построенными фигурами. Множество Q заданных основных фигур конечно.

б) Существует хотя бы одна построенная прямая. На любой

построенной прямой или окружности существуют по крайней мере
две построенные точки.

Будем считать далее, что имеются некоторые операции, которые
позволяют присоединять к множеству Q новые точки, прямые и

окружности. Каждую такую операцию будем называть шагом

построения. Сформулируем постулаты построений, т. е. утверждения,
в которых указано, какие шаги построения мы считаем

выполнимыми.

П1. Построение прямой, проходящей через две построенные
точки.

П2. Построение окружности с центром в построенной точке и

с радиусом, равным отрезку с концами в построенных точках.

ПЗ. Построение точки пересечения двух непараллельных

построенных прямых.
П4. Построение точек пересечения построенной окружности и

построенной прямой, если они пересекаются.
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Рис. 191 Рис. 192

П5. Построение точек пересечения двух построенных
окружностей, если они пересекаются.

Теперь сформулируем в общем виде постановку задачи на

построение циркулем и линейкой. Дано конечное множество основных

построенных фигур F\, F2, ..., Fk и описано свойство,
характеризующее искомую непостроенную основную фигуру Ф. Требуется,
используя постулаты П1— П5, получить конечное множество

основных построенных фигур, содержащее фигуру Ф.

Отметим, что в этом определении существенно предполагается,
что число выполняемых шагов построения конечно.

3. При решении задач на построение часто приходится
«произвольно выбирать» промежуточные точки, как принадлежащие, так

и не принадлежащие построенным прямым, окружностям, а также

отрезкам и лучам. Возможность выбора промежуточных построенных
точек, принадлежащих построенным прямым или окружностям,
обеспечено требованием б). Покажем, что возможность выбора точек,
не принадлежащих построенным прямым и окружностям, можно

обосновать с помощью постулатов П1— П5 построений.
Задача 1. Построить какую-нибудь точку, не лежащую на

данной прямой.
Решение. Возьмем на данной прямой две построенные точки А

и В и построим две окружности (Л, АВ) и (В, ВА). Эти

окружности пересекаются в двух точках М и N (рис. 191). По постулату
П5 эти точки являются построенными. Ясно, что эти точки не

лежат на прямой а.

Задача 2. Построить центр данной окружности.
Решение. Пусть со — данная окружность. Возьмем на ней

две построенные точки Л и В и построим серединный
перпендикуляр m отрезка АВ (рис. 192). Построение прямой m известно из

школьного курса геометрии. Пусть С и D — точки пересечения
прямой m с окружностью со. Эти точки являются построенными
точками (П4). Середина О отрезка CD является, очевидно, центром
окружности ш. Построение точки О выполнено на рисунке 192.

В дальнейшем изложении, где нет специальных оговорок,
предполагается, что центр данной окружности является построенной
точкой.

285



§ 97. Взаимное расположение двух окружностей.
Построение треугольника по трем сторонам

1. При решении задач на построение часто приходится
исследовать взаимное расположение прямых и окружностей. Напомним

теорему о взаимном расположении прямой и окружности, известную
из курса средней школы.

Теорема 1. Пусть d — расстояние от центра О окружности
радиуса г до данной прямой. Тогда, если d<r, то окружность
и прямая имеют две общие точки, если d = r — одну общую точку,
а если d> r — ни одной общей точки.

Прямая, имеющая с окружностью только одну точку, называется

касательной к окружности. Напомним, что прямая является

касательной к окружности тогда и только тогда, когда она проходит
через точку окружности и перпендикулярна радиусу, соединяющему
эту точку с центром окружности.

2. Докажем теперь теорему о взаимном расположении двух

окружностей. Если две окружности имеют две и только две общие
точки, то говорят, что они пересекаются, а если они имеют

только одну общую точку, то говорят, что они касаются друг
друга в точке М. Точка М называется точкой касания. Эта точка

лежит на линии центров окружностей, и в ней окружности имеют

общую касательную (рис. 193, а — внешнее касание, 193, б —

внутреннее касание).
Теорема 2. Пусть (Oi, r\) и (Ог, г2)— две окружности,

центры которых не совпадают, d = 0\02 и г\^г2. Тогда, если

d<zr\-\-r2 и d> r\—r2, то окружности пересекаются, если d = r\-\-r2
или d = r\ — r2, то они касаются друг друга, а если d>r\-\-r2
или d<r\ — г2, то они не имеют общих точек^^

? Прямоугольную систему координат О J J выберем так, чтобы

начало координат совпало с точкой Oi, а вектор 1 был со-
>-

направлен с вектором 0\02 (рис. 194). В этой системе координат
точка 02 имеет координаты (rf, О), поэтому данные окружности
имеют уравнения:

x2 + y2 = rl
(x-df + y2 = rl (1)

—-—\м

Рис. 194
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Окружности (Oi, r\) и (02, г2) имеют общую точку тогда и

только тогда, когда система (1) имеет действительное решение.
При этом число общих точек пересечения (если такие точки

имеются) равно числу действительных решений системы (1). Вычитая

из первого уравнения второе, получаем систему, равносильную сие-

теме(1): x* + y*= rl
2xd-d2=A-rl

Отсюда получаем:

Г\—Г2-\-й 2 2 / Г1—г2 +
"

(2)

х=-
/Г|_Г2+ д у

У -Г{-{ 2d ) •

2d

Второе уравнение можно записать так: у2=(г\-\—!—^ )Х
г2 2 I ^2

x(a*i—¦—о7/ )• откуда после элементарных преобразований

получаем:

У= ±^~ V(n + r2+ d)(n + r2-rf)(ri-r2+ d)(r2-ri + ?0- (3)

Заметим, что n+r2+d>0 и n
— r2 +d>0 (так как по

условию г\^г2). Поэтому возможны следующие три случая.

1) П + Г2— d>0 и г2
— r\-{~d>0. В уравнении (3) подкоренное

выражение положительно, поэтому система (2) имеет два решения
(одно отвечает знаку « + » перед корнем, а второе

—

знаку «—»).
В этом случае данные окружности имеют две и только две общие
точки, т. е. пересекаются (см. рис. 194).

2) г\-\-г2 — d = 0 или r2
— r\-\-d = 0. В этом случае уравнение

(3) принимает вид: у==0, поэтому система (2) имеет одно решение:

(-—2~24~~' О). Окружности касаются друг друга, причем при

Г1 + г2 — d= 0 касание внешнее (рис. 193, а), при r2 — r\-\-d = 0
касание внутреннее (рис. 193, б).

3) Один из сомножителей г\-\-г2 — d и r2
— r\-\-d отрицателен,

а другой положителен. В этом случае подкоренное выражение
в уравнении (3) отрицательно, поэтому система (2) не имеет

действительных решений. В этом случае данные окружности не имеют

общих точек.

Заметим, что случай, когда Г\-\-г2 — d<0 и r2
— r\-\-d<0, не

может иметь места, так как тогда (r\ + r2 — d)-\-(r2 — r\ +d)<0,
что невозможно. В

Следствие. Пусть (Oi, гх) и (02, г2) — две окружности,
причем Oi6(02, г2). Тогда, если 2г2>гх, то окружности
пересекаются, если 2г2= г\, то они касаются друг друга, а если 2г2<г\,
то они не имеют общих точек.

? В данном случае d = r2. Поэтому если ri>r2, то нетрудно

убедиться в том, что утверждение следствия непосредственно

следует из теоремы 2.
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Рассмотрим случай, когда г2Ж\. Тогда 2г2>гх. Так как

d = r2, то d> г2 — г\ и d<r2-\-rx. Таким образом, по теореме 2

данные окружности пересекаются. Щ
3. Теорема 2 может быть использована для доказательства

существования треугольника с данными сторонами. Рассмотрим
задачу, известную из школьного курса геометрии.

Задача. Построить треугольник, стороны которого
соответственно равны данным отрезкам a, b и с.

Решение. Приведем решение задачи, известное из школьного

курса геометрии.
Проведем какую-нибудь прямую и отложим отрезок АВ_, равный

отрезку с. Далее построим две окружности (Л, Ь) и (В, а). Пусть
С — одна из точек пересечения этих окружностей. Соединив точки

А, С и В, С отрезками, получим искомый треугольник АВС._
Возникает вопрос: при любых ли заданных отрезках а, Ь и

с задача имеет решение? Докажем, что если с^а и с^Ь, то

треугольник ABC, удовлетворяющий условиям: АВ = с, ВС= а,

СА = Ь, можно построить тогда и только тогда, когда

е<а+ Ь. (4)

В самом деле, если треугольник ABC, удовлетворяющий
условиям задачи, построен, то по неравенству треугольника АВ<АС-\-
-\-ВС. Отсюда следует, что выполняется равенство (4).

Обратно, пусть для отрезков a, b и с выполняются неравенства:

с^а, с^Ь и е<а-\-Ь. (5)

Докажем, что треугольник ABC, удовлетворяющий условиям
задачи, можно построить. По построению АВ = с, поэтому АВ<

<а-\-Ь. Но, с другой стороны, если, например, а^Ь, то из

неравенств с^а, с^Ь следует, что О а— b или АВ> а— b. Таким

образом, по теореме 2 окружности (Л, Ь) и (В, а)
пересекаются в двух точках С и С. Легко видеть, что точки Л, В и

С не лежат на одной прямой. Таким образом, отрезки АВ и ВС
и СА образуют треугольник.

Из решения этой задачи следует важный вывод: если длины

трех отрезков a, b и с удовлетворяют неравенствам (5), то

существует треугольник, стороны которого соответственно равны
данным отрезкам. Отсюда, в частности, следует, что существует

равносторонний треугольник, сторона которого равна данному отрезку.

§ 98. Основные построения. Схема решения задач на построение

1. Решить задачу на построение
— это значит свести ее к

последовательному выполнению множества простейших построений П1—

П5 (см. § 96). Однако на практике расчленение каждой задачи
на простейшие построения нецелесообразно. Обычно сводят
построение искомой фигуры не к самим простейшим построениям П1— П5,
а к некоторым типичным, часто встречающимся комбинациям

простейших построений, которые называются основными построе-
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ниямщ способы решения таких задач приводятся в школьных

учебниках геометрии.
Мы предполагаем, что читатель умеет выполнять с помощью

циркуля и линейки следующие основные построения (построения
1 — 13).
Построение 1. Отложить на данном луче от его начала

отрезок, равный данному отрезку.
Построение 2. Отложить от данного луча в данную

полуплоскость угол, равный данному углу.

Построение 3. Построить треугольник по трем сторонам

(см. § 97, п. 3).
Построение 4. Построить треугольник по двум стронам и

углу между ними.

Построение 5. Построить треугольник по стороне и двум

прилежащим углам.

Построение 6. Построить биссектрису данного

неразвернутого угла.

Построение 7. Построить серединный перпендикуляр
данного отрезка.
Построение 8. Построить середину данного отрезка.

Построение 9. Построить прямую, проходящую через
данную точку и перпендикулярную данной прямой. (При этом

данная точка может лежать на данной прямой, может и не

лежать на ней.)
Построение 10. Построить прямую, проходящую через

данную точку и параллельную данной прямой.
Построение 11. Построить прямоугольный треугольник по

гипотенузе и острому углу.
Построение 12. Построить прямоугольный треугольник по

гипотенузе и катету.

Построение 13. Построить касательную к окружности,
проходящую через данную на ней точку.

2. Обычно при решении задач на построение пользуются
схемой, которая состоит в следующем. Решение задачи расчленяют
на четыре части: анализ, построение, доказательство и

исследование. Ниже дано краткое описание каждой из этих частей.
Анализ или поиск решения задачи состоит в установлении

зависимостей между данными фигурами и искомой фигурой с целью

нахождения способа решения задачи.

Для проведения анализа задачу предполагают решенной и

выполняют «от руки» чертеж, изображающий искомую и данные

фигуры. Затем изучают искомую фигуру и ее связи с данными

задачи, пока не станет ясна последовательность построений,
ведущая к решению. В ряде случаев целесообразно выделить точку,

прямую или отрезок (так называемый основной элемент

построения), построение которого приводит к построению искомой фигуры.
Построение состоит в последовательном перечислении тех

построений (простейших и основных), которые надо выполнить для

решения задачи. При этом выполняется чертеж, т. е. фактически
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осуществляется шаг за шагом построение искомой фигуры с

помощью циркуля и линейки.

Доказательство состоит в том, чтобы установить, что

построенная фигура действительно удовлетворяет всем условиям,
поставленным в задаче. В ряде случаев доказательство
непосредственно усматривается из хода построения.

Исследование состоит в том, чтобы ответить на вопросы:
1) При всяком ли выборе данных задача имеет решение,

т. е. искомую фигуру можно построить циркулем и линейкой?

2) Сколько различных решений имеет задача при каждом
возможном выборе данных?

Для определения числа решений различают два типа задач

на построение. Первый тип составляют задачи, в которых
требуется определить положение искомой фигуры относительно некоторых
из данных фигур. В этом случае две фигуры, удовлетворяющие
условиям задачи и отличающиеся своим положением относительно

данных фигур, считаются различными, если даже они равны друг
другу (см. ниже, построение 14).

Второй тип составляют задачи, в которых положение искомой

фигуры по отношению к данным не играет роли. Другими
словами, если F\, F2, ..-, Fk — данные фигуры, а Ф— искомая фигура,
то при любом движении основной плоскости образ Ф' фигуры
Ф также будет решением задачи по отношению к данным

фигурам F\, F2, ..., Fk. В этом случае все равные друг другу
фигуры, каждая из которых удовлетворяет условиям задачи,
считаются как одно решение. Примером этого типа задач является

задача построения треугольника по трем сторонам (§ 97, п. 3).
Ясно, что можно построить бесконечное множество треугольников,
стороны которых соответственно равны данным отрезкам. Но любые

два из них равны по трем сторонам, поэтому мы считаем, что если

данная задача на построение имеет решение, то она имеет только

одно решение.
3. Проиллюстрируем эту схему примером.

Построение 14. Даны окружность (О, г) и точка А, не

лежащая на ней. Построить касательную к окружности,
проходящую через точку А.
Решение 1. Проведем анализ задачи. Пусть задача решена,

и а — искомая прямая, которая касается окружности (О, г) в

точке Р (рис. 195, а). Так как АОРА прямой, то задача по

существу сводится к построению точки Р на окружности (О, г),
из которой отрезок ОА виден под прямым углом. Эта точка

является основным элементом построения. Мы знаем, что точка Р

лежит на окружности, построенной на отрезке ОА как на диаметре.
2. Построение (рис. 195, б).
1) Проводим прямую АО (постулат П1).
2) Строим середину М отрезка ОА (построение 8).
3) Строим окружность (М, МА) (постулат П2).
4) Находим точки пересечения Р и Q окружностей (О, г)

и (М, МА) (постулат П5).
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Рис. 195

5) Проведем прямые АР и AQ (постулат П1).
3. Доказательство того, что прямые АР и AQ —

искомые, непосредственно следует из построения. В самом деле,. Z. ОРА =

= /-OQA = 90°, поэтому АР±ОР и AQ±OQ. Отсюда следует,
что прямые АР и AQ — касательные к окружности (О, г).

4. Исследование. Задача имеет решения тогда и только

тогда, когда на данной окружности существует точка, из которой
отрезок ОА виден под прямым углом (рис. 195, а), т. е. когда

окружности (Л4, МА) и (О, г) имеют общие точки. При этом число

решений равно числу общих точек этих окружностей.
Возможны два случая.
1) Точка А является внутренней точкой окружности (О, г).

Тогда ОА<г или 20М<г. По следствию теоремы 2 из § 97
окружности (М, МА) и (О, г) не пересекаются, поэтому задача
не имеет решений1.

2) Точка А является внешней точкой окружности. Тогда ОА > г

или 20М>г. По следствию теоремы 2 из § 97 окружности (М, МА)
и (О, г) пересекаются, поэтому задача имеет два решения.

§ 99. Решение задач на построение методом пересечений

Многие задачи на построение удобно решать, применяя
следующие методы: метод пересечений (этот метод иногда называют методом

геометрических мест), метод преобразований и алгебраический
метод. Настоящий параграф посвящен методу пересечений. В

последующих параграфах рассмотрены два других метода.

1. Сущность метода пересечений состоит в следующем. Задачу
сводят к построению одной точки X (основного элемента

построения), которая удовлетворяет каким-то двум условиям <xi и осг,

вытекающим из постановки задачи. Пусть F\ — множество точек,

удовлетворяющих условию ai, а F2 — множество точек,

удовлетворяющих условию «2. Тогда, очевидно, искомой точкой X будет
любая точка множества F\f]F2.

1 По существу здесь строго обоснован наглядно очевидный факт: через
внутреннюю точку окружности нельзя провести к ней касательную.
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Для того чтобы точка X была построена, необходимо,
чтобы фигуры F[ и F2 допускали построение с помощью циркуля
и линейки, т. е. чтобы они были прямыми или окружностями
или состояли из этих фигур или их частей. Поэтому при
решении задач на построение особый интерес представляют множества

точек, являющиеся прямыми или окружностями. Некоторые из

множеств, которые перечислены ниже, чаще всего применяются при
решении задач на построение.

1°. Множество точек плоскости, каждая из которых
равноудалена от двух данных точек А и В, есть серединный
перпендикуляр отрезка АВ.

2 . Множество точек, находящихся на данном расстоянии от

данной прямой, есть две прямые, параллельные данной и

отстоящие от нее на данном расстоянии.
3°. Множество точек, каждая из которых равноудалена от

двух данных параллельных прямых, есть прямая, являющаяся их

осью симметрии.
4°. Множество точек, каждая из которых равноудалена от двух

пересекающихся прямых, есть две взаимно перпендикулярные
прямые, содержащие биссектрисы углов, образованных данными
прямыми.

5°. Множество точек плоскости, из которых отрезок АВ виден
под прямым углом, есть окружность (без точек А и В),
построенная на отрезке АВ как на диаметре.

6°. Множество точек плоскости, из которых отрезок АВ виден

под углом ф, где ф^=90°, уФ 180°, есть две дуги с общими
концами А и В (без точек А и В), симметричные относительно

прямой АВ.
7°. Множество точек плоскости, из которых данная окружность

видна под углом ф, где срФ 180°, есть окружность, концентрическая
с данной, радиус которой больше радиуса данной окружности.

8°. Множество точек, делящих всевозможные хорды окружности

(О, ОЛ), проведенные через точку А окружности, в одном и том

же отношении А,, где А,>0, есть окружность (без точки А) с центром
на прямой ОЛ, проходящая через точку А. Если А,= 1, то эта

окружность построена на отрезке ОА как на диаметре (§ 19,
задача 4).

9°. Множество точек плоскости, для каждой из которых
разность квадратов расстояний от двух данных точек А и В

постоянна, есть прямая, перпендикулярная прямой АВ (§ 19, задача 2).
10°. Множество точек плоскости, для каждой из которых

сумма квадратов расстояний до двух данных точек А и В равна

а2, есть окружность с центром в середине отрезка АВ, если

2а2> АВ2, середина отрезка АВ, если 2а2 =АВ2, и пустое множество,
если 2а2<АВ2.

11°. Множество точек плоскости, для каждой из которых
отношение расстояний до двух данных точек А и В постоянно и

отлично от единицы, есть окружность с центром на прямой АВ

(окружность Аполлония, § 19, задача 3).
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Рис. 196

2. Рассмотрим примеры задач на построение, решаемых
методом пересечений.

Построение 15. Построить окружность, касательную к двум
данным параллельным прямым а и Ъ и проходящую через
данную точку М.

Решение. Анализ. Предположим, что задача решена и

о — искомая окружность с центром О (рис. 196, а). Если мы

построим точку О, то окружность (О, ОМ) будет искомой. Таким

образом, задача сводится к построению точки О (основной
элемент построения). Точка О удовлетворяет следующим двум
условиям: (ai) — эта точка равноудалена от параллельных прямых а

и Ь\ (а2) — отстоит от точки М на расстоянии —, где d — расстояние

между параллельными прямыми а и Ь (см. рис. 196, а).
Множество точек F\, равноудаленных от прямых а и 6, есть

прямая (множество 3°), а множество точек F2, отстоящих от точки М

на расстоянии —, есть окружность (м, -о-). Отсюда вытекает

построение.

Построение (рис. 196, б).
1) Строим какой-нибудь общий перпендикуляр АВ данных

параллельных прямых а и b (построение 9).
2) Строим серединный перпендикуляр т отрезка АВ

(построение 7).
Пусть С — точка пересечения прямых АВ и т.

3) Строим окружность (М, АС). Обозначим через О точку
пересечения прямой т и окружности (М, АС) (см. рис. 196, б).

4) Строим искомую окружность (О, ОМ).
Доказательство. Окружность (О, ОМ) по построению

проходит через точку М. Она касается прямых а и 6, так как

OM=AC=±-AB=±-d.

Исследование. Ясно, что задача имеет решение тогда и

только тогда, когда прямая т и окружность (М, АС) имеют

общие точки, причем число решений равно числу общих точек

прямой т и окружности (М, АС). Возможны три случая.
1) Точка М лежит между параллельными прямыми а и Ь. В
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Рис. 197

этом случае р (га, М)<сАС, поэтому окружность (М, АС) и прямая
га имеют две общие точки (теорема 1 из § 97). В этом случае
задача имеет два решения (на рисунке 197, а) — окружности с

центрами в точках 0\ и Ог).
2) Точка М лежит на одной из прямых а или Ъ. В этом

случае р (га, М)=АС, поэтому окружность (М, АС) касается

прямой га, т. е. задача имеет только одно решение (рис. 197, б).
3) Точка М лежит вне полосы, ограниченной прямыми а

и Ь. В этом случае р (га, М)>АС, поэтому окружность (М, АС) и

прямая га не имеют общих точек. Задача не имеет решений.
Построение 16. Построить треугольник по основанию,

углу при вершине и радиусу вписанной окружности.
Решение. Сформулируем задачу более точно.

Даны отрезки а, Ь и угол!ф. Построить треугольник ABC так,
чтобы ВС—а, </_Л = ф, г = 6, где г — радиус вписанной
окружности.

Решение. Анализ. Допустим, что задача решена, т. е.

треугольник ABC построен. Пусть О — центр вписанной окружности
(рис. 198, а). Очевидно, прямую ВС можно выбрать произвольно, на

ней легко отложить отрезок ВС, равный данному отрезку а. Если
затем построить точку О, то легко построить третью вершину А тре-

Рис. 198

1

При решении задач на построение предполагается, что данные углы являются

неразвернутыми.
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угольника. Таким образом, задача сводится к построению точки О

(основной элемент построения).
Из треугольника ВОС имеем: Z_BOC+-^LB+±-/.C=

= 180°, поэтому Z-BOC=\80°—i-(180° — Z.A)=90°+-j-AA.
Таким образом, точка О удовлетворяет двум условиям: (он) — она

удалена от прямой ВС на данное расстояние Ь; (а2)— отрезок

ВС виден из точки О под углом 90°+—ф. Множество точек

F\, отстоящих от прямой ВС на расстоянии Ь, образует две прямые,
параллельные прямой ВС (множество 2°); множество точек F2, из

которых отрезок ВС виден под углом 90°+— ф, состоит из двух

дуг с общими концами А и В (множество 6°). Отсюда вытекает

построение.
Построение (рис. 198, б).
1) Проводим произвольную прямую и на ней откладываем

отрезок ВС, равный данному отрезку а.

2) Строим пару прямых Ш\ и т2, параллельных ВС и

отстоящих от нее на расстоянии b (множество F\).

3) Строим две дуги у\ и у2, вмещающие угол 90°+—ф

(множество F2).
4) Строим точку О, которая принадлежит множеству F\[\F2.

5) Строим окружность (О, В).
6) Из точек В и С проводим касательные р\ и р2 к

окружности (О, В) (построение 14).
7) Пусть А — точка пересечения этих касательных. Треугольник

ABC искомый.

Доказательство. По построению ВС=а и окружность

(О, В) вписана в треугольник ABC. Остается доказать, что Л = ф.

По построению /-ВОС=90°+—ф, поэтому из треугольника ВОС

имеем: АВОС+
АВ+^С

= 180°, или 90°+-|- Ф+
^Б+ ^С

= 180°,

Ф+ ^-В-\- Z-C=180°. Отсюда и следует, что Z.A = q>.
Исследование. 1) Выясним сначала, при каком выборе

данных задача имеет решение. Множества Fi и F2 имеют точки

пересечения тогда и только тогда, когда стрелка дуги -yi (или у2)
не меньше Ь, т. е. когда выполнено соотношение (см. рис. 198, б):

|_ctg(45°+-L<p);^. (1)
Мы доказали, что выполнение соотношения (1) необходимо для

того, чтобы существовал треугольник ABC, удовлетворяющий
условиям задачи. Докажем, что оно является также достаточным

условием существования этого треугольника. В самом деле, при
выполнении соотношения (1) шаги 1) — 6) построения всегда выпол-
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нимы. Покажем, что касательные р\ и р2 к окружности (О, Ь) в точках

В я С пересекаются. Для этого заметим, что по построению

Z.BOC=90°+-—Ф, поэтому Z_a+ zip= 2 (Z.OBC+ АОСВ)=

=2 (180°— ZlBOC)=180o — ф(см. рис. 198, а). Отсюда и следует, что

прямые р\ и р2 пересекаются.

2) Нетрудно доказать, что если задача имеет решение, то она

имеет единственное решение. Действительно, пусть ABC и А\В\С\ —

два треугольника, удовлетворяющие условиям задачи, а О и 0\ —

центры окружностей, вписанных в эти треугольники. Треугольники
ОВС и OiBiCi равны, так как BC=BXCU Z.O=AOu BH=B{HU
где ВН и В\Н\ — высоты этих треугольников. Отсюда следует, что

/_ ОВС=/-0\В\Си поэтому /LABC= AAiB{C{. Аналогично
Z-ACB= Z.A\CiB\. Таким образом, треугольники ABC и А\В\С\
равны по стороне и двум прилежащим углам. Так как данная

задача является задачей второго типа (см. § 98, п. 2), то она

имеет единственное решение.

§ 100. Применение движений к решению задач на построение

1. При решении многих задач на построение с успехом
применяются геометрические преобразования плоскости. При этом

наиболее часто употребляются преобразования подобия, особенно

гомотетия, различные виды движений, а также инверсия (см. ниже,

§ 102). Обычно принято говорить о различных «методах» решения
задач на построение в зависимости от преобразования, применяемого
при построении. В этом смысле говорят о методе подобия, методе

симметрии, методе параллельного переноса, методе вращения и т. д.

В этом параграфе рассмотрим примеры задач, решаемых с

помощью движений, а в двух последующих параграфах рассмотрим
методы подобия и инверсии.

Применение движений к решению задач на построение
заключается в том, что при анализе задачи, кроме данных фигур и

искомой фигуры, рассматривают вспомогательную фигуру, которая
получается из этих фигур или из их частей при помощи
подходящего движения и которую легко построить по данным

задачи.

2. Рассмотрим пример задачи на построение, решаемой методом

симметрии.

Построение 17. Даны две окружности оси и о>2 и прямая а.

Построить квадрат так, чтобы две противолежащие вершины
лежали на прямой а, а две другие вершины

— соответственно на

ОКРУЖНОСТЯХ 0)1 И (02.

Решение. Анализ. Допустим, что задача решена, т. е.

искомый квадрат ABCD построен так, что В 6 a, D?a, Лбсог, Cgcoi

(рис. 199). Рассмотрим вспомогательную фигуру — окружность (о{,

которая является образом окружности оси при осевой симметрии

с осью а (рис. 199). Так как диагонали квадрата взаимно

перпендикулярны и в точке пересечения делятся пополам, то при
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этой симметрии точка С переходит
в точку А. Таким образом, А
есть точка пересечения
окружностей о)2 и cof. Построив вершину Л,
легко построить остальные

вершины искомого квадрата.

Построение. 1) Строим
образ со{ окружности o)i при осевой

симметрии с осью а. Для этого

воспользуемся тем, что радиусы

окружностей o)i и о){ равны, а их

центры симметричны
относительно прямой а. Обозначим через
окружностей cof и о)2.

Рис. 199

А одну из точек пересечения

2) Построим точку С, симметричную точке А относительно прямой
а. Для этого через точку А проводим прямую р,
перпендикулярную прямой а. Одна из точек пересечений этой прямой с

окружностью o)i и есть точка С.

3) Из точки О пересечения прямых р и а на прямой а откладываем

отрезки ОБ и OD, равные отрезку АО.

4) Проводим отрезки АВ, ВС, CD и DA. Четырехугольник
ABCD искомый.

Доказательство предоставляем провести читателю

самостоятельно.

Исследование. Задача имеет решение тогда и только тогда,

когда окружности о){ и о)2 имеют общие точки.

Для определения числа решений заметим, что эта задача

типу задач (§ 98, п. 2), поэтому возмож-

и о)2 не имеют общих точек. Задача не

относится к первому
ны следующие случаи.

1) ОкруЖНОСТИ 0)1

имеет решений.
2) Окружности о){ и о)2 касаются друг друга. В этом случае

задача имеет только одно решение.
3) Окружности o)i и 0)2 имеют две общие точки. Задача

имеет два решения.
На рисунке 199 окружности сог и о){ пересекаются в двух

точках А и А\. На этом рисунке построен только один

квадрат (квадрат ABCD). Для построения второго квадрата следует

повторить пункты 2) —4) построения, исходя из точки А\.
4) Окружности о){ и о)2 совпадают, задача имеет бесконечное

множество решений: любую точку окружности о)2 можно принять
за точку А. Этот случай возможен тогда и только тогда, когда

окружности o)i и о)2 симметричны относительно прямой а.

3. Рассмотрим теперь пример задачи, решаемой методом

параллельного переноса.

Построение 18. Построить трапецию по заданным ее

сторонам.
Решение. Уточним постановку задачи. Даны четыре отрезка
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о)

Рис. 200

а, Ь, с и d. Построить трапецию ABCD, где AD — большее

основание, так, чтобы AD =a, BC= b, AB = c, CD = d.

Анализ. Допустим, что задача решена и ABCD — искомая

трапеция. Рассмотрим вспомогательную фигуру
—

треугольник
ABD', сторона BD' которого является образом отрезка CD при

параллельном переносе на вектор СВ (рис. 200, а). Треугольник
ABD' легко построить по трем сторонам: АВ = с, BD' = CD=d,
AD'=AD—BC=a— b. Построив треугольник ABD\ легко построить

искомую трапецию ABCD.

Построение (рис. 200, б).
1) Проведем произвольную прямую р и от некоторой точки D

этой прямой на одном из лучей отложим отрезки DA=a, DD' = b.

2) Строим треугольник ABDf так, чтобы АВ = с, BD =d

(построение 3 § 98).
3) Строим параллелограмм DDfBC по трем вершинам D, D_'

и В. Вершина С является точкой пересечения окружностей (В, Ь)
и (D, d\ ABCD — искомая трапеция.

Доказательство предоставляем провести читателю

самостоятельно.

Исследование. Задача имеет решение тогда и только

тогда, когда существует треугольник ABD\ стороны которого
соответственно равны отрезкам a', end, где а' = а-—Ь. Таким

образом, задача имеет решение тогда и только тогда, когда а>Ь
и наибольшее из чисел а', с и d меньше суммы двух других.

Для определения числа решений заметим, что задача

относится ко второму типу задач (§ 98, п. 2). Можно утверждать,
что если задача имеет решение, то она имеет только одно

решение. Действительно, нетрудно доказать, что если построены две

трапеции ABCD и A\B\CiD\, стороны которых соответственно

равны, то эти трапеции равны.
4. При решении задач на построение методом вращения

необходимо уметь строить образы точек и прямых при данном

вращении. Рассмотрим сначала эту вспомогательную задачу.
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Рис. 201 Рис. 202

Задача. Дано вращение вокруг точки О на направленный
угол ф. Построить образ данной точки М и данной прямой а при
этом вращении.

Решение. Представляет интерес только тот случай, когда точка

М не совпадает с точкой О, а прямая а не проходит через
точку О.

Для построения образа М' точки М построим сначала

окружность (О, ОМ\ а затем направленный угол МОМ\, равный
данному направленному углу ф. Точка пересечения луча ОМ\ с

окружностью (О, ОМ) и есть искомая точка М' (рис. 201).
Для построения образа а' прямой а построим сначала

основание А перпендикуляра, проведенного из точки О к прямой
а (рис. 201) (построение 9 § 98). Построим затем образ А' точки А
в данном вращении и проведем через точку А' прямую а',

перпендикулярную прямой ОА'. Предлагаем читателю самостоятельно

доказать, что а' — искомая прямая.
Рассмотрим теперь пример задачи, которая решается методом

вращения.

Построение 19. Даны две прямые а и Ь и точка

С, не лежащая на них. Построить равносторонний
треугольник ABC так, чтобы вершина А лежала на прямой а, а вершина
В — на прямой Ь.

Решение. Анализ. Допустим, что задача решена, т. е.

искомый равносторонний треугольник ABC построен (рис. 202).
Рассмотрим вспомогательную фигуру — прямую Ь\ которая является

образом прямой Ъ при вращении g вокруг точки С на

направленный угол ВСА, равный 60°. Так как A=g(B), то А 6 Ь'. Таким

образом, точка А — точка пересечения прямых Ъ' и а. Построив
точку Л, легко построить точку В.

Построение. 1) Строим прямую b' =g (b) (см.
предыдущую задачу) и обозначим через А точку пересечения прямых
а и Ъ'.

2) Строим прообраз В точки А при вращении g_I. Для этого
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проводим окружность (С, СА). Точка
В — одна из точек пересечения этой

окружности с прямой Ь.

3) Построив отрезки АВ, ВС и

СА, получаем искомый треугольник.
Доказательство

непосредственно следует из построения.
Исследование. Обозначим

через Ь' и Ь" образы прямой Ъ

при вращениях вокруг точки С
на угол 60° в положительном и

отрицательном направлениях.
Задача имеет решение в том и только

в том случае, когда прямые Ъ' и

Ъ" имеют общие точки с прямой
а. При этом число решений равно
числу точек Пересечения прямых
Ьг и Ь" с прямой а. Возможны

следующие случаи.

1) /-(a, 6)=^=60°. В этом случае прямые Ь' и Ь" пересекают
прямую а в различных точках, поэтому задача имеет два решения

(рис. 203, треугольники ABC и Л1В1С).
2) Z. (а, Ь) = 60°. В этом случае одна из прямых Ь' или Ь"

пересекает прямую а, а другая совпадает с ней или

параллельна ей. В первом случае задача имеет бесконечное множество

решений, а во втором случае
— одно решение. Первый случай

возможен тогда и только тогда, когда точка С лежит на прямой,
содержащей биссектрисы тех вертикальных углов, образованных
прямыми а и 6, которые равны 120°.

Рис. 203

§ 101. Метод подобия

1. Метод подобия состоит в следующем. Сначала строят какую-

нибудь вспомогательную фигуру, подобную искомой фигуре, так,
чтобы она удовлетворяла всем условиям задачи, кроме одного. Затем

строят искомую фигуру как фигуру, подобную построенной и

удовлетворяющую опущенному условию.
Обычно целесообразно вспомогательную фигуру строить так,

чтобы она была не только подобна, но и гомотетична искомой. Поэтому
при решении задач на построение методом подобия необходимо

уметь строить образы данных точек при гомотетии. Рассмотрим
сначала эту вспомогательную задачу.

Задача. Дана гомотетия с центром в точке О и парой
соответственных точек А и А'. Построить образ М' данной точки М.

Решение. Рассмотрим сначала тот случай, когда точка М

не лежит на прямой ОА. Прямая AM при данной гомотетии

переходит в прямую т\ параллельную прямой AM и проходящую
через точку Л' (§ 46, свойство 1°), поэтому прямую т' легко построить
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Рис. 204

(построение 10 § 98). Точка АГ есть точка пересечения прямых ОМ

и т' (рис. 204, а).
Если данная точка М лежит на прямой ОА, то сначала

строим образ N' какой-нибудь точки N, не лежащей на прямой
ОЛ, а затем, пользуясь точками N и N\ строим образ точки М.

На рисунке 204, б выполнено это построение.
Пользуясь этой задачей, легко построить образ данной прямой

и данной окружности при гомотетии А, заданной центром О и

парой соответственных точек А и А'. На рисунке .205, а выполнено

построение образа а' прямой а, а на рисунке 205, б образа со'
окружности со. На этих рисунках M'=h(M), C' =h(C).

2. Рассмотрим примеры задач на построение, решаемых методом
подобия.

Построение 20. Построить треугольник по двум углам и

периметру.
Р е ш е_н и е. Уточним постановку задачи: даны два угла ср и \|) и

отрезок р. Построить треугольник ABC так, чтобы ^Л=ср,
АВ=Ц, АВ+ВС+ СА=р.
Анализ. Допустим, что задача решена и треугольник ABC

построен (рис. 206, а). Этот треугольник удовлетворяет двум
условиям: (оы) Z.4 = cp; /LB = ty; (a2) AB +BC+CA=p.
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А В ПГ А В,В Щ D

Рис. 206

Треугольник, удовлетворяющий условию (oti), легко построить.

Заметим, что существует бесконечное множество треугольников,

удовлетворяющих этому условию. Пусть АВхСх— один из этих

треугольников. Пользуясь теперь гомотетией, легко построить
искомый треугольник ABC, подобный треугольнику АВ\С\ и

удовлетворяющий условию (осг).
Построение (рис. 206, б).
1) Построим треугольник АВ\С\ так, чтобы Z_v4 = cp, Z.Bi = \|)

(построение 5 § 98).
2) На луче АВ\ отложим отрезки AD\ и AD, равные

соответственно отрезкам pi и р, где рх
—

периметр треугольника
АВхСи

3) Строим образы С и В точек Ci и Bi при гомотетии

Л, заданной центром А и парой точек DD\. Треугольник ABC
искомый.

Доказательств о.Треугольники АВ\С\ и ABC гомотетичны.

Поэтому ^1Л = ф, /LB =^. Так как D =h{D\\ то AD =m-AD\,
где т — коэффициент гомотетии h. Таким образом, АВ = Ш'АВ\,
BC=m-BlCu СА =т*СхА, поэтому АВ +ВС+ СА =т {АВ\ +
+В\Сх + С\А)= трх. Итак, AB +BC+ CA=AD=p.
Исследование. Ясно, что задача имеет решение только в

том случае, когда cp + i|)<180o. При выполнении этого неравенства

задача имеет только одно решение. Действительно, пусть построены
два треугольника ABC и Л1В1С1, удовлетворяющие условиям задачи.

Тогда

AA=AAU AB=Z.Bu (l)

AB +BC.+ CA=AxBi+BiCi + CxAi. (2)

Из равенств (1) следует, что ААВС~ АА\В\С\. Поэтому
AB=kA\Bu BC=kBiCu CA =kC\A\, где k — коэффициент
подобия. Отсюда получаем: АВ +ВС+ СА =k (A\B\ +B\C\ + CiAx).
Сравнивая это равенство с равенством (2), приходим к выводу, что

*=1, т. е. ААВС=ААхВхСх.
Построение 21. Даны угол АОВ и точка М внутренней

области этого угла. Построить окружность, проходящую через точку
М и касающуюся сторон данного угла.
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Допустим, что искомая окружность со построена (рис. 207, а).
Эта окружность удовлетворяет двум условиям: (он) окружность
со касается сторон угла АОВ; (0С2) А1?со. Заметим, что легко

построить какую-нибудь окружность, удовлетворяющую условию (ai).
Таких окружностей существует бесконечное множество (рис. 207, а),
причем их центры лежат на биссектрисе угла АОВ. Пусть coi —

одна из этих окружностей. Пользуясь теперь гомотетией, легко

построить искомую окружность со.

Отсюда вытекает следующий способ решения задачи. Используя
биссектриссу т угла АОВ, строим какую-нибудь окружность coi,

касающуюся сторон этого угла (рис. 207, б). Пусть точка М\ —

одна из точек пересечения луча ОМ с окружностью coi. Построим
образ со окружности coi при гомотетии с центром О, которая точку
М\ переводит в точку М.

Задача имеет два и только два решения. На рисунке
207, б выполнено построение только одной окружности
(окружности со), удовлетворяющей условиям задачи. Для построения второй
окружности следует построить образ окружности coi при гомотетии

с центром О, которая точку Мч переводит в точку М.

§ 102. Инверсия. Метод инверсии

1. Зададим на плоскости окружность (О, г) и обозначим через
Ео множество всех точек плоскости без точки О. Каждой точке

М множества Eq поставим в соответствие точку М' так, чтобы

она лежала на луче ОМ и ОМ-ОМ' = г2 (рис. 208). Получаем
преобразование множества Ео, которое называется инверсией
относительно окружности (О, г) или просто инверсией. Окружность
(О, г) называется окружностью инверсии, точка О — центром
инверсии, а г2 — степенью инверсии.

Из определения инверсии следует, что в инверсии
соответствие между точками множества Ео взаимно: если точка М'

соответствует точке М, то точка М соответствует М'. Каждая точка

окружности инверсии является инвариантной точкой. Рассмотрим задачу

построения образа точки в данной инверсии.
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Рис. 208 Рис. 209 Рис. 210

Задача. Инверсия задана окружностью инверсии (О, г).
Построить образ М' точки М, не лежащей на этой окружности.

Решение. Рассмотрим сначала случай, когда М — внешняя

относительно окружности инверсии точка. Проведем прямую ОМ
и построим окружность со на отрезке ОМ как на диаметре
(рис. 209). Пусть Р и Q — точки пересечения окружностей (О, г) и

со. Тогда М' — точка пересечения прямых ОМ и PQ. Действительно,
прямые MP и MQ — касательные к окружности (О, г)
(построение 14 § 98), поэтому углы ОРМ и РМ'М прямые. Отсюда следует,

что АОРМ'~ АОМР. Следовательно, ^=??- или ОМ'-ОМ =
ОР ОМ

ОР2= г2.
Если М — внутренняя относительно окружности инверсии точка,

то, пользуясь свойством взаимности, построение образа точки

М выполняем в обратном порядке.
Замечание. На рисунке 210 указан другой способ построения

образа точки при инверсии, если точка М является внешней

относительно окружности инверсии. Этот способ замечателен тем,

что выполняется с помощью одного циркуля. На этом рисунке
выполнено построение образа М' данной точки М при инверсии,
заданной окружностью у с центром О. Строим последовательно

окружности (Oi =(М, МО), g)2 = (7\ TO) и co3 = (S, SO). Точка

пересечения окружностей 0)2 и о)з и есть точка ЛГ.

2. Для изучения свойств инверсии найдем ее_аналитическое
выражение. Прямоугольную систему координат OlJ выберем так,

чтобы начало координат О совпало с центром инверсии, заданной

окружностью (О, г).
Пусть М (х, у) — произвольная точка множества ?о, а точка

М' {х', у') — ее образ. Из определения инверсии следует, что

Ш'=К-6м, где А,>0, и ОМ'.ОМ= г2.
Эти равенства в координатах запишутся так:

х' = 'кх, у' = ку, где А,>0; (1)

хх'+уу' = г2. (2)

Подставив значения х' и у' из равенств (1) в равенство (2),
получаем: X (*2 + i/2) = r2. Так как точка М не совпадает с
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с точкой О, то х -\-у2ФОу поэтому А, = -=—г. Подставив значение

х2+у2
к в равенство (1), окончательно получаем аналитическое выражение

инверсии:
,2„ „2.,

х»+у2
(3)

Пользуясь свойством взаимности, получаем выражения
координат точки М (х, у) через координаты ее образа М' (х\ у'):

*=згЬг- (4)
х'2 + */'2

' "

х'2+у'2

3. Формулы (3) и (4) дают возможность найти образы прямых
и окружностей при инверсии.

Теорема 1. Прямая, проходящая через центр О инверсии

(без точки О), переходит в себя, а прямая, не проходящая
через центр инверсии, переходит в окружность, проходящую через

центр инверсии.
О Первая часть теоремы непосредственно следует из определения

инверсии, поэтому докажем только вторую часть теоремы.

Пусть Ах+ Ву-{-1 =0 — уравнение произвольной прямой, не

проходящей через центр инверсии. Если в этом уравнении х и у
заменить выражениями (4), то получим уравнение образа этой прямой:

х'2+У'2 +Аг2х' + Вг2у'=0. (5)

Этим уравнением задается окружность, проходящая через точку
О (см. § 18, п. 2). ¦

Следствие. Если прямая d, не проходящая через центр О

инверсии, переходит в окружность (С, г), то прямые ОС и d

перпендикулярны.
? Из уравнения (5) находим координаты центра С окружности

(С, г): С(—4^, -4jr)- Таким образом, вектор ОС (—•у-, — -f-)
перпендикулярен прямой d, заданной уравнением Ах-\-Ву-\- 1 =0. Щ

Пользуясь этим следствием, легко указать способ построения
образа w прямой d, не проходящей через центр О инверсии.

Пусть Н — основание перпендикуляра, проведенного из центра О

окружности инверсии у к прямой d, a H' — образ этой точки

(рис. 211, а). Тогда w — есть окружность, построенная на отрезке
ОН' как на диаметре. Если прямая d пересекает окружность
инверсии у в двух точках (на рис. 211, б точки А и В), то окружность
w проходит через точки Л, В и О.

Теорема 2. Окружность, проходящая через центр О инверсии
(без точки О), переходит в прямую, не проходящую через точку О.

Окружность, не проходящая через точку О, переходит в окружность,
также не проходящую через точку О, причем точка О лежит на

линии центров этих окружностей.
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Рис. 211

? Пусть
х2+у2+Ах+ Ву+ С=0 (6)

—

уравнение произвольной окружности w. Если в этом уравнении х

и у заменить их выражениями (4), то получим уравнение образа
wl окружности w:

\х'2+у'У Ч*'2+у'У *'2 + */'2
'
х'*+у'2

'

После элементарных преобразований это уравнение приводится
к виду:

С(х'2 +у'2)+Лг2х' +ВгУ + г4 = 0. (7)

Если окружность со проходит через центр инверсии, то С= 0,
поэтому уравнением (7) определяется прямая со', не проходящая
через точку О (так как г4Ф0). Если окружность со не проходит

через точку О, то СфО, поэтому уравнением (7) определяется
окружность со', не проходящая через центр инверсии. Из уравнений
(6) и (7) находим центры окружностей:

(—г-, ——) и (-отг-, —отН- Эти точки и точка О(0, 0) лежат на

прямой, заданной уравнением Вх—Ау= 0. Ц
Теорема 3. Если линии coi и со2, где coi — окружность или

прямая, а со2
—

окружность, касаются друг друга в точке М,
отличной от центра инверсии /, то их образы cof и сог также

касаются друг друга в точке M' = f(M).
П Так как coi и со2 касаются друг друга в точке М, то М' —

единственная общая точка линий cof и сог Но каждая из

этих линий является прямой или окружностью, поэтому они

касаются друг друга. |
Углом между двумя линиями у\ и 72, проходящими через данную

точку М, называется угол между касательными к этим линиям в

точке М. Если линии yi и 72 касаются друг друга в точке М,
то говорят, что угол между линиями Yi и 72 в точке М

равен нулю. Имеет место теорема, частным случаем которой
является теорема 3: при инверсии f угол между данными линиями у\ и
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Рис. 212

72 в точке М равен углу между
их образами у\ и у'2 в точке

M' = f(M). Доказательство этой

теоремы мы опускаем.
4. Метод инверсии при

решении задач на построение
заключается в следующем. Предположим,
что задача решена и F —

множество данных и искомых

основных фигур. Подвергнем фигуру F

или ее часть преобразованию
инверсии с тем расчетом, чтобы

исходную задачу свести к более

простой задаче. Рассмотрим пример.
Построение 21. Даны

окружность со и две точки Л и В.
не лежащие на ней. Построить
окружность, проходящую через
точки Л и В и касающиеся

окружности со.

Решение. Анализ. Допустим, что задача решена и у
—

искомая окружность. Обозначим через F фигуру, состоящую из точек

Л, В и окружностей со и у. Проведем окружность о с центром в точке

А и рассмотрим инверсию /, для которой о — окружность инверсии

(рис. 212). Образом фигуры F при этой инверсии будет некоторая

фигура F', состоящая из точки B'=f(B), окружности со/ = /(со)
и прямой y' = f (у)- (Точка А как центр инверсии не имеет образа.)
Согласно теореме 3 прямая у' касается окружности со7. Фигуру F'
легко построить, так как В' и со" являются образами данных фигур,
а у' есть прямая, проходящая через точку В' и касательная к

окружности со'. Используя ту же инверсию, легко построить
окружность у, как образа прямой у'.

Построение. Окружность о инверсии / выбираем так, чтобы

она пересекала окружность со в двух точках (рис. 212, на этом

рисунке окружности а и со пересекаются в точках / и 2). Тогда
легко построить образ окружности со.

1) Строим точку B' = f(B).
2) Строим окружность со7 = / (со). Для этого достаточно

построить образ 3' точки 3 и провести окружность со' через
точки /, 2 и 3' (см. рис. 212).

3) Через точку В' проводим касательную у' к окружности со'

(построение 14). Если эта касательная проходит через точку
Л, то берем другую касательную.

4) Строим образ у прямой у' в инверсии /. На рисунке
212 окружность у проходит через точки Л, 4 и 5.

Доказательство. Так как прямая у' не проходит через
точку Л, то ее образ есть окружность, проходящая через точку Л

(теорема 2). Прямая у' проходит через точку В' и касается

окружности со', поэтому В67» и У и <° касаются друг друга.
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Исследование. Задача может не иметь решений (если,
например, одна из точек Л, В является внутренней точкой
относительно окружности со, а другая

— внешней), может иметь только

одно решение (если, например, точки А и В лежат на касательной
к окружности со) и два решения. На рисунке 212 задача имеет два

решения. Для построения второго решения, которое не изображено
на этом рисунке, следует через точку В' провести вторую
касательную у" к окружности о/ и построить ее образ.

Замечание. Сформулируем следующую общую задачу:
даны три основные фигуры (точка, прямая или окружность). Построить
окружность, касающуюся этих фигур1. В зависимости от того,

являются ли данные основные фигуры точками, прямыми или

окружностями, сформулированная задача содержит 10 конкретных задач,

одной из которых является построение 22. Отметим, что построение
окружности, проходящей через три точки, также является одной из

этих задач.

В случае, когда все три данные фигуры являются

окружностями, задача называется задачей Аполлония: построить окружность,
которая касается трех данных окружностей. Остальные случаи
называются предельными случаями задачи Аполлония. Пользуясь
методом инверсии, по аналогии с задачей 21 легко решаются те из

указанных задач, в которых по крайней мере одна из данных фигур
является точкой.

§ 103. Алгебраический метод

1. Из курса средней школы известно, что если выбран
некоторый отрезок е в качестве единицы измерения, то длина

каждого отрезка выражается положительным числом. Обратно, при

выбранной единице измерения для любого положительного числа

существует отрезок, длина которого выражается этим числом.

Далее, что при переходе от одной единицы измерения к другой
числа, выражающие длины отрезков, умножаются на одно и то же

число.

При решении задач на построение алгебраическим, методом

приходится решать следующую задачу. Даны отрезки а, 6, ..., /,
а, 6, ..., / — их длины в выбранной единице измерения. Требуется
построить отрезок х, длина х которого при той же единице

измерения выражается через а, 6, ..., / заданной формулой:
x= f(a, b, ..., /). (1)

Всюду в дальнейшем мы предполагаем, что выражение

f (а, Ь, ..., /), задающее длину данного отрезка через длины данных

отрезков, принимает положительные значения, когда а, Ь, ..., /

принимают положительные значения из некоторого промежутка,
определенного для каждой из этих букв. Возникает вопрос: в каком случае
х, определяемое формулой (1), выражает длину одного и того же

1
Будем говорить, что «окружность w касается точки Л», если А?w.

308



отрезка независимо от выбора единичного отрезка? Докажем
теорему, которая дает ответ на этот вопрос. Но для того чтобы ее

сформулировать, введем следующее определение.

Выражение f(a, b, ..., /) называется однородным выражением
первой степени, если оно удовлетворяет условию:

f(ta% tb, ..., tl}=tf(ay ft, ..., /) (2)

для любого положительного t и всех положительных значений

а, 6, ..., /, при которых обе части равенства (2) имеют смысл.

Теорема. Для того чтобы х в формуле (1), где а, 6, ..., / —

длины данных отрезков а, Ь, ..., /, выражало длину одного
и того же отрезка при любом выборе единичного отрезка,
необходимо и достаточно, чтобы выражение f (а, 6, ..., /) было

однородным выражением первой степени.

П Докажем сначала необходимость условия. Пусть при выборе
единичного отрезка е длины отрезков а, ft, ..., е выражаются
числами а, ft, ..., /, а при выборе другого отрезка е' длины тех

же отрезков выражаются числами а', ft', ..., /'. Тогда

a' = ta, br= tb, ..., V = tU (3)

поэтому x'=f (a', ft', ..., l')=f (ta, tb, ..., tl). По условию числа х' и х

выражают длину одного и того же отрезка х, поэтому x' = tx, т. е.

f (ta, tb, ..., tl) = tf(ay b, ..., /). Таким образом, выражение f (a, b, ..., Г)
является однородным первой степени.

Обратно, пусть для выражения f (a, 6,..., /)_вы_полняе_тся равенство
(2). Числа, выражающие длины отрезков а, 6, ..., / в единицах

е и е\ связаны равенствами (3), поэтому

x' = f(a', Ь', ..., l')= f(ta, tb9 ..., tl) = tf{a, by ..., t) = tx.

Отсюда следует, что числа х' и х выражают длину одного и того

же отрезка. Щ
2. В средней школе рассматривают построение отрезков,

заданных следующими простейшими формулами:

1) х = а-\-Ь\
2) х = а— Ь, где а>Ь\

3) х=—а, где р и q
—

натуральные числа;

4) х=+ (построение отрезка, четвертого пропорционального
с

к трем данным);

5) x=^jab\
6) x=Va2 + fe2;

7) x=^/a2 — b2, где a>b.

Здесь a, ft, с — числа, выражающие длины данных отрезков

a, b, с в выбранной единице измерения. Правая часть каждой
из формул 1—7 является однородным выражением первой степени и
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Рис. 213 Рис. 214 Рис. 215

по доказанной теореме определяет отрезок х с точностью до равенства
независимо от выбора единицы измерения.

Построение отрезков, заданных формулами 1, 2, 6 и 7,
очевидно. Для построения отрезка, заданного формулой 3, представим

эту формулу в виде х=— .Строим сначала отрезок т, где т=ра,

а затем делим его на q равных частей. На рисунке 213

выполнено построение для случая, когда р = 3, q = 5 (0/1 = За,

0Х=-2-\. Построение отрезков, заданных формулами 4 и 5,

выполнено соответственно на рисунках 214 и 215.

С помощью построений 1—7 можно строить отрезки, заданные
более сложными формулами. При этом важно, чтобы длина искомого

отрезка выражалась через длины данных отрезков и с помощью

однородного выражения первой степени, содержащего конечное

число операций, встречающихся в формулах 1—7, т. е. сложения,

вычитания, умножения на рациональное число, деления и извлечения

квадратных корней. Рассмотрим пример.

Пример 1. Пусть а, 6, с и d — данные отрезки. Построить
отрезок jt, заданный формулой

х=
а3 + *3

Решение. Построение отрезка х выполняем в следующей
последовательности.

_

1. Строим отрезок у, заданный формулой y=y-yfcdd (для этого

дважды выполняем построение отрезка, заданного формулой 5).

2. Строим отрезок z, заданный формулой z=^Jc2+ycd3 =

=V^2+^2 (построение отрезка, заданного формулой 6).

3. Строим отрезки и и v по формулам: и=

ение отрезка, заданного формулой 4).
4. Строим отрезок х по формуле

_а3 + Ь3 _аъ _. Ь3 _иа , vb

а*а Ъ-Ь /

— и v= (постро-

х=-

(построение отрезков, заданных формулой 4).
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3. В ряде случаев приходится строить отрезок, заданный

формулой (1), где / (а, 6, ..., /) не является однородным
выражением первой степени. В этом случае в зависимости от выбора
единичного отрезка формулой (\) определяются разные отрезки

при одном и том же выборе отрезков а, Ь, ..., /. Поэтому для

построения отрезка х, кроме отрезков а, Ь, ..., /, следует задать также

единичный отрезок е.
_

Нетрудно видеть, что в этом случае построение отрезка х,

заданного формулой (1), сводится к построению отрезка,
заданного формулой

где а, 6, ..., / — длины данных отрезков а, 6, ..., /, a e — длина

отрезка е при произвольном выборе единицы измерения. Теперь
правая часть формулы (4) — однородное выражение первой
степени от а, 6, ..., /, е.

Рассмотрим два примера. _ _ _

Пример 2. Даны отрезки а, Ь и единичный отрезок е.

Построить отрезки, заданные формулами:

a) x= ab; б) y=-\Ja.
Решение. Искомые отрезки строим, используя формулу (4).

a) x= ab\ х= е(— )=—'

\е е / е

(построение отрезка, заданного формулой 4, п. 2);

б) у=л[а\ y = e^J-j-=^jae
(построение отрезка, заданного формулой 5, п. 2).
Пример 3. Построить отрезок, длина которого в

выбранной единице измерения е равна -уЗ+д/5. _

Решение. Требуется построить отрезок х, длина х

которого выражается формулой x= e^j3-\--\fE или х=уЗе2 + еу5е2.
Пользуясь построениями отрезков, заданных формулами 1—7

п. 2, строим последовательно отрезки у, z и и: у
= д/ (Зе) е,

z=^J(5e) e, u = ^[ez, а затем строим искомый отрезок х по

формуле х=л]у2-\-и2.
4. Алгебраический метод решения задач на построение

состоит в следующем. Задачу формулируют так, чтобы в качестве

данных фигур и искомой фигуры были отрезки. Используя
подходящие теоремы, выражают длину искомого отрезка через
длины данных отрезков и по найденной формуле строят искомый

отрезок. Рассмотрим два примера.

Построение 22. Дан треугольник ABC. Построить три
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Рис. 216 Рис. 217

окружности с центрами соответственно в точках А, В и С так,
чтобы они попарно касались друг друга внешним образом.

Решение. Анализ. Пусть ABC — данный треугольник,

а, 6, с — его стороны (ЛВ = с, ВС= а, СА = Ь), а х, у и z—

радиусы искомых окружностей (рис. 216). Задача будет решена,
если мы сможем построить отрезок х по известным отрезкам а,

b и с. По теореме 2 из § 97 имеем:

х+у= с, x+ z= b, y + z = a. (5)

Отсюда получаем: х=^^—-. Построив отрезок х по этой

формуле, проводим окружность (Л, х\ а затем две другие
окружности: (В, с—х) и (С, Ь—х).

Построение и доказательство предлагаем читателю провести
самостоятельно.

Исследование. Из формул (5) находим:

х=Щ^,У- 2=
а+ Ь-

(6)

Из этих формул видно, что задача всегда разрешима, так как в

треугольнике_ ABC c-\-b— a>0, a+ c—b>0 и а+Ь—с>0
и отрезки х, у и z могут быть построены по формулам (6).

Формулы (6) дают единственные значения радиусов искомых

окружностей, поэтому задача имеет единственное решение.

Построение 23. Вписать в данную окружность (О, г)
правильный десятиугольник.

Решение. Пусть АВ — сторона правильного
десятиугольника, вписанного в окружность (О, г), а х — длина отрезка АВ

(рис. 217).
Проведем биссектрису ВМ угла В треугольника ОАВ. Так

как треугольник АОВ равнобедренный и ZO= 36°, то ZB = 72°,

^Л = 72°, поэтому ААВМ=36°. Таким образом, ААВМ~

-АЛОВ, поэтому ffj==;j§-» 0ТКУДа ;г=7=Т~'
или х2 + хг— г2-=0.
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Это уравнение имеет следующие корни:

*' = -f+V(-r)+'2, *,—§--V(§-)V. (7)

Ясно, что xi>0, a a:2<0, поэтому только первому корню

соответствует отрезок х, который и является стороной правильного

десятиугольника, вписанного в окружность (О, г).
По данному отрезку г строим отрезок л;, длина х которого

определяется первой из формул (7), а затем строим правильный
десятиугольник, вписанный в окружность (О, г).

§ 104. Признак разрешимости задач на построение циркулем
и линейкой

1. Одной из важнейших проблем в теории геометрических

построений является установление критерия, позволяющего
ответить на вопрос: можно ли циркулем и линейкой по данным

фигурам построить ту или иную геометрическую фигуру? При этом

существенно отметить, что задача о разрешимости ставится
только в том случае, когда искомая фигура, которую следует
построить, существует. Рассмотрим, например, такую задачу. На

прямой даны три точки М, N и Р. Построить треугольник так,
чтобы его стороны были равны соответственно отрезкам MN, NP и

MP. Эта задача вообще неразрешима, так как такого

треугольника не существует. Рассмотрим другой пример. Даны две
пересекающиеся прямые а и Ь и точка Л, не лежащая на этих

прямых. Построить прямую, проходящую через точку А так, чтобы

прямые а и b отсекали на ней отрезок, равный данному

отрезку р. Можно показать, что при некотором ограничении,
накладываемом на отрезок р, прямая, удовлетворяющая условиям
задачи, существует. Однако, несмотря на кажущуюся простоту, эта

задача неразрешима циркулем и линейкой.
_

2. Пусть в некоторой единице измерения длина отрезка х

выражается через длины отрезков a, ft, ..., / формулой
x= f(a, b, ..., /). (1)

Возникает вопрос: всегда ли отрезок х можно построить
линейкой и циркулем? Ответ на этот вопрос дают следующие две

теоремы. _

Теорема 1. Если длина отрезка х выражается через длины
данных отрезков при помощи конечного множества

арифметических операций (т. е. сложения, вычитания, умножения и деления)
и извлечения квадратных корней, то отрезок х можно построить
циркулем и линейкой.

ПУтверждение теоремы очевидно, так как, используя прием,
который был применен при решении примера 1 из § 103,

построение отрезка х всегда можно свести к построению конечного
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множества вспомогательных отрезков у, г, ..., заданных

формулами вида 1—7 (п. 2, § 103). _

Теорема 2. Если отрезок х можно построить по данным

отрезкам циркулем и линейкой, то длина х этого отрезка
выражается через длины данных отрезков при помощи конечного

множества арифметических операций и извлечения квадратных
корней.

П Пусть а\, а2> ..., a,k — данные отрезки, а х — искомый отрезок, концы

которого обозначим через X и Y. Возможность построения отрезка х надо
понимать как существование цепочки, состоящей из конечного множества

построений П1 — П5 (§ 96), которая при любом расположении данных отрезков

приводит к построению искомого отрезка х, т. е. точек X и Y. Обозначим концы
одного из данных отрезков через О и Е\ и построим ортонррмированный репер
(О, Ей Е2). На луче ОЕ\ от его начала отложим отрезки щ, а2, ..., а* и их концы

обозначим через А\, А2у ..., Ak. Очевидно, эти точки имеют координаты А\ (щ, 0),
А2 (а2, 0), ..., Ak (а*, 0), где аь а2, ..., ak — длины данных отрезков, причем одно
из этих чисел равно 1.

_

После построения отрезка х на основной плоскости будем иметь конечное
множество промежуточных точек, прямых и окружностей. Но любую
построенную прямую можно задать двумя построенными точками, а любую окружность —
ее построенной точкой и центром. Поэтому, не нарушая общности, можно

считать, что после построения отрезка х на основной плоскости, кроме данных точек

О, Ль ..., А^ будем иметь конечное множество построенных точек М, N, ..., Р и
две искомые точки X, Y. Пусть эти точки в ортонормированном репере (О, ?ь
Е2) имеют координаты

M{mu m2), //(я,, я2), -.., Р(ри р2), X (хи х2), Y {уи уг). (2)

Обозначим через L множество, состоящее из чисел 0, щ, ..., ak и всех тех чисел,

которые выражаются через них при помощи конечного множества рациональных

операций и извлечении квадратных корней. Докажем, что координаты всех точек (2)
принадлежат множеству L.

Для этого заметим, что если координаты каких-то двух точек S(si, s2) и

ТЧ^ь t2) принадлежат множеству L, то коэффициенты уравнения прямой ST или

уравнения окружности (S, ST) также принадлежат множеству L. В самом деле,

прямая ST и окружность (S, ST) имеют соответственно уравнения:

(t2—s2)x—{t\ —si) у — (s\t2 — s2ti)=0, (3)

(x-sl)2+ (ys2)2=(ti-sl)2+ (t2-s2)2. (4)

Каждая из точек (2) получается либо в результате конечного множества

построений П3—П5, либо выбором на построенной прямой или окружности

построенной точки (§ 96, п. 2). В первом случае ее координаты получаются решением

системы двух уравнений, каждое из которых имеет вид (3) или (4), где S (s\, s2)
и Т (t\; t2) — ранее построенные или данные точки. Ясно, что числа, являющиеся

решением этой системы, принадлежат множеству L. Во втором случае, т. е. при выборе
произвольно построенной точки на построенной прямой или окружности, условимся

эту точку выбрать так, чтобы ее координаты принадлежали множеству L. Это

всегда можно сделать, так как на прямой (3) и на окружности (4) такие точки

существуют.

Таким образом, числа х\, x2l уи Уг принадлежат множеству L, поэтому число

x=-y(xi—x2)2-\-(yi—y2)2 принадлежит множеству L. Другими словами, число х

выражается через а\, а2, ..., ak при помощи конечного множества арифметических
операций и извлечения квадратных корней. Щ
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§ 105. Примеры задач на построение, неразрешимых циркулем
и линейкой

В этом параграфе, используя теорему 2 предыдущего параграфа,
рассмотрим примеры доказательства неразрешимости задач на

построение циркулем и линейкой. Примеры, избранные нами,

принадлежат к числу классических задач, которые тысячелетиями

привлекали к себе внимание математиков.

1. Задача отрисекции угла. _

Дан угол а. Линейкой и циркулем построить угол ф так,

чтобы ф=—а.

Существует бесконечное множество углов, для которых эта

задача разрешима. Например, если а = 90°, то ф
= 30°, и мы

знаем, что такой угол легко строится циркулем и линейкой,

используя прямоугольный треугольник. Аналогично, если а=-^- ,

где п = 2, 3, ...,
то угол ф можно построить.

Докажем, что существует бесконечное множество углов, для

которых поставленная задача неразрешима с помощью циркуля
и линейки.

_

Пусть Z.0 — данный угол, /-0\ — искомый угол, а е —

единичный отрезок (рис. 218). Построим прямоугольные
треугольники ОАВ и 0\А\В\ с гипотенузами ОА = 0\А\=2 так, как

показано на рисунке 218. Пусть а и х — соответственно отрезки

ОВ и 0\В\. Выясним, можно ли по данным сторонам

прямоугольного треугольника ОАВ построить отрезок х. Ясно, что если эта

задача разрешима с помощью циркуля и линейки, то разрешима
и задача о трисекции угла а, и наоборот.

Из тригонометрии известно, что cos a = 4 cos3 а —3 cos а. Так

ОВ 0\ВХ а х
как cosa=7TT, cos ф=7г-Г- или cosa=—, С05ф=—, то подста-

UA U\A\ Z Z

вив эти значения в предыдущее равенство, получаем:

хъ — Зх— а= 0. (1)

Пусть, например, а = 60°, тогда а=\ и многочлен в правой
части уравнения (1) имеет вид: х3 — Зх—1.

В алгебре доказывается

следующее утверждение: если

многочлен третьей степени над полем

рациональных чисел неприводим

над этим полем, то ни один из

его корней нельзя получить из

уравнения (1) с помощью

конечного множества арифметических
операций и извлечения

квадратных корней.
Таким образом, при a= 60° по

теореме 2 из § 104 задача о Рис. 218
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трисекции угла неразрешима линейкой и циркулем. Можно

доказать, что при а=—, где р
—

простое число, задача о трисекции

соответствующего угла (a=arccos—j неразрешима линейкой и

циркулем.
2. Задача об удвоении куба.
Построить ребро куба, объем которого вдвое больше объема

данного куба.

Пусть а — ребро данного куба, х — ребро искомого куба,
а а и л: — их длины. Тогда по условию задачи х3 = 2а3. Если
ребро данного куба принять за единицу измерения, то а=1,
поэтому это уравнение принимает вид: х3 —2= 0.

По аналогии с уравнением (1) ни один из корней многочлена

х3 — 2 нельзя получить из (1) с помощью конечного множества

арифметических операций и извлечения квадратных корней. Поэтому
по теореме 2 из § 104 задача об удвоении куба неразрешима
линейкой и циркулем.

3. Задача о спрямлении окружности.

Построить отрезок, длина которого равна длине данной

окружности.

Если радиус окружности принять за единицу измерения, то

задача сводится к построению отрезка х, длина х которого равна 2л;

или л, если задан единичный отрезок е.

Из алгебры известно, что множество R действительных чисел

разбивается на два подмножества: числа алгебраические и числа

трансцендентные. Число называется алгебраическим, если оно

служит корнем некоторого многочлена над полем Q
рациональных чисел; в противном случае оно называется

трансцендентным. В частности, любое рациональное число —, где шип —

целые числа, является алгебраическим, так как оно является

корнем многочлена пх — пг. Согласно теореме 2 из § 104, зная

единичный отрезок, можно линейкой и циркулем построить только

такой отрезок, длину х которого можно получить из (1) с

помощью конечного множества арифметических операций и

извлечения квадратных корней. Следовательно, х является числом

алгебраическим. При этом далеко не любой отрезок, длина

которого является алгебраическим числом, можно построить

(например, нельзя построить отрезки длиной -у2, д/5 и др.). В 1882 г.

Линдеманн доказал, что л — число трансцендентное. Отсюда

следует, что линейкой и циркулем нельзя построить отрезок, длина

которого равна л, и, следовательно, этими средствами задача
о спрямлении окружности неразрешима.

4. Задача о квадратуре круга.
Построить квадрат, площадь которого равна площади данного

круга.
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Пусть г — радиус данного круга, ах
—

сторона искомого

квадрата. Тогда х2 = лг2, или х2 = г/г, где у = пг.

Следовательно, задача о квадратуре круга сводится к

построению отрезка длиной л по единичному отрезку г. Мы уже знаем,
что эта задача неразрешима циркулем и линейкой, поэтому
задача о квадратуре круга неразрешима этими средствами.

Эта задача рассматривалась еще в «Папирусе Ринга» около

2000 лет до н. э. Там было дано правило приближенного ее реше-

ния: х=—г (это соответствует тому, что л: = 3,16). Многие
математики и в древности, и в более позднее время безуспешно
пытались решить задачу о квадратуре круга линейкой и циркулем.
Как мы отметили выше, только в конце XIX в. было доказано,
что эта задача неразрешима циркулем и линейкой.

5. Построение правильных многоугольников.
Из школьного курса геометрии известно построение

правильного треугольника и квадрата. Известно, как построить
правильный 2/г-угольник, зная построение правильного я-угольника.

Возникает вопрос: при любом ли натуральном п>2 можно

линейкой и циркулем построить правильный /г-угольник (или, что

по существу то же самое, разделить окружность на п равных
частей)? Ответ на этот вопрос дает следующая теорема Гаусса,
которую приводим без доказательства.

Теорема. Построение правильного п-угольника линейкой

и циркулем возможно тогда и только тогда, когда п имеет

следующее разложение на множители:

n=2mp\p2...ps,

где m — целое неотрицательное число, а р\, р2, -., ps
—

различные
между собой простые числа Ферма (т. е. простые числа вида

22 +1).
Рассмотрим примеры применения этой теоремы.
1. При т = 0, 5=1 число п имеет вид: п = р\, где р\

—

простое число Ферма. При fe = 0, 1, 2, 4 получим: /г = 3, /г = 5, п = 17,
я = 257, /г = 65 537. Эти /г-угольники можно построить линейкой
и циркулем. Число 7 простое, но оно не является простым числом

Ферма, поэтому линейкой и циркулем нельзя построить
правильный 7-угольник.

2. При /п=0, 5 = 2 число п имеет вид: /г =pi *рг, где р\ и р<±
—

простые числа Ферма. Если, например, pi=3, /?2 = 5, то /г=15.

Значит, циркулем и линейкой, можно построить правильный
15-угольник.

3. Число 360 = 23-32-5 не удовлетворяет теореме Гаусса, так

как в разложении этого числа простой множитель Ферма 3

входит дважды. Следовательно, циркулем и линейкой нельзя

разделить окружность на 360 равных частей и поэтому нельзя

построить циркулем и линейкой угол в 1°.
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§ 106. О решении задач на построение различными средствами

1. В предыдущих параграфах этой главы мы изложили теорию
геометрических построений, выполняемых циркулем и линейкой. В этом

заключительном параграфе рассмотрим задачи на построение,
выполняемые иным набором инструментов. Наиболее

распространенными являются построения, выполняемые:
— одной линейкой,
— линейкой, в предположении, что на плоскости дана

какая-нибудь геометрическая фигура, например, окружность с центром,
параллельные прямые и т. д.,
— одним циркулем,
— линейкой с параллельными краями,
— линейкой и угольником.
Иногда рассматриваются также задачи на построение, решаемые

циркулем и линейкой на ограниченной части плоскости (построения с

так называемыми недоступными точками). Этот случай особенно

часто встречается в чертежной практике, так как чертеж выполняется на

листе бумаги, который ограничен размерами.
Основные принципы обоснования теории геометрических

построений, изложенные в § 96, сохраняются при каждом из отмеченных

выше случаев. Различие заключается в определении основных

фигур построения и в перечне предложений, принятых за постулаты.
Мы не имеем возможности рассмотреть все случаи, перечисленные
выше, поэтому ограничимся кратким обзором теории.

2. Рассмотрим сначала задачи на построение, выполняемые одной
линейкой. Отметим, что круг этих задач на евклидовой плоскости

весьма ограничен. Легко показать, что далеко не каждая задача,

разрешимая циркулем и линейкой, может быть решена одной линейкой.

Поэтому обычно при решении задач на построение одной линейкой
в число данных фигур включают какие-то вспомогательные фигуры,
например, параллельные прямые, перпендикулярные прямые,

окружность, квадрат и др., которые используются при построении. Тем
самым множество задач на построение, разрешимых одной линейкой,
значительно расширяется. Ниже будет доказано, например, что

любая задача, разрешимая циркулем и линейкой, может быть решена
одной линейкой, если на плоскости дана построенная окружность с

построенным центром.
Уточним постановку задачи на построение одной линейкой, т. е.

определим основные фигуры и сформулируем основные требования
и постулаты (см. § 96, п. 2).

На основной плоскости основными фигурами считаются точки и

прямые. Будем считать, что при формулировке и решении каждой

конкретной задачи на построение с помощью линейки по

определенному правилу выделяется некоторое множество основных фигур (т. е.

точек и прямых), каждый элемент которого называется построенной
фигурой. При этом предполагается, что выполняются следующие

требования.
а) Точки и прямые, заданные условиями задачи на построение,
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считаются построенными фигурами. Множество заданных точек и

прямых конечно.

б) Существуют хотя бы две построенные пересекающиеся
прямые, на каждой из которых имеются по крайней мере две построенные
точки, отличные от точки пересечения прямых.

Постулатами построения считаются только предложения Ш и ПЗ,
сформулированные в п. 2, § 96.

Таким образом, окружность исключается из числа основных

фигур. Несмотря на это, она может быть задана условием задачи как

вспомогательная фигура (окружность задается с помощью центра и

одной точки; эти точки считаются построенными). В этом случае
список постулатов следует дополнить постулатом П4. Но в силу
отсутствия постулата П2 этот постулат может быть применен только к

данной в условиях задачи вспомогательной окружности.
В общем виде постановку задачи на построение одной линейкой

формулируют так: дано конечное множество построенных точек и

прямых Fi, F2, •••, Fk и описано свойство, характеризующее
непостроенную точку или прямую Ф. Требуется, используя постулаты П1 и

ПЗ, получить конечное множество построенных точек и прямых,

содержащих Ф.

Замечание. При решении задач на построение часто

приходится «произвольно выбирать» промежуточные точки, лежащие на

построенных прямых или не лежащие на них. Возможность выбора
таких точек обеспечена требованием б) и постулатами П1 и ПЗ. В
самом деле, нетрудно доказать, что, пользуясь этими предложениями,
с помощью одной линейки можно построить конечное множество

точек, лежащих на данной прямой или не лежащих на ней, а также

конечное множество точек любого данного отрезка и точек, не

принадлежащих данному отрезку, но лежащих на прямой, содержащей
этот отрезок.

3. Рассмотрим примеры решения задач на построение одной
линейкой. Для этого воспользуемся следующим утверждением, которое
доказано нами в главе V (см. задачу 6, § 51).
Лемма о трапеции. В произвольной трапеции точка

пересечения прямых, содержащих боковые стороны, середины оснований

и точка пересечения диагоналей лежат на одной прямой (см.
рис. 130, с. 154).
Задача 1. Даны отрезок АВ, его середина Е и точка D,

не лежащая на прямой АВ. Построить прямую, проходящую через

точку D и параллельную прямой АВ.
Решение. Анализ. Допустим, что задача решена и искомая

прямая построена. Возьмем на прямой AD точку S так, чтобы точка

D лежала между точками А и S и построим трапецию ABCD, как

показано на рисунке 130, с. 154. По лемме о трапеции точка М

пересечения диагоналей АС и BD трапеции ABCD лежит на

прямой S?, поэтому по точкам Л, В, D и S можно построить точку М, а

затем и точку С.

Построение 1. Проведем прямую AD и на ней возьмем

точку S так, чтобы точка D лежала между точками Л и S.
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2. Проведем прямые BD и SE и обозначим через М точку их

пересечения.
3. Проведем прямые BS и AM и точку их пересечения обозначим

через С. Затем проведем прямую DC, которая и является искомой

прямой.
Доказательство. Проведем через точку D прямую,

параллельную прямой АВ, и обозначим через С точку пересечения этой

прямой с прямой SB. Так как ABCD — трапеция, то по лемме о

трапеции точка пересечения диагоналей BD и АС лежит на прямой
ES, поэтому она совпадает с точкой М. Отсюда следует, что и точки

С и С7 совпадают, т. е. AB\\DC.
Исследование. Построение, описанное выше, всегда

выполнимо, поэтому задача имеет решение. По аксиоме параллельности
задача имеет единственное решение.

Задача 2. Даны отрезок АВ и прямая а, параллельная прямой
АВ. Построить середину отрезка АВ.

Решение. Задача решается аналогично предыдущей. Возьмем
на прямой а произвольную точку D и отметим точку S так, чтобы

точка D лежала между точками А и S (см. рис. 130, с. 154). Затем
проведем прямую BS и обозначим через S точку пересечения
прямых а и BS. Проведем, наконец, прямые АС и BD и обозначим

через М точку пересечения этих прямых. Прямая SM пересекает
прямую АВ в искомой точке Е. Предлагаем читателю самостоятельно

провести доказательство, используя лемму о трапеции.
Задачи 1 и 2 часто используются при решении других задач на

построение одной линейкой. Рассмотрим примеры.
Задача 3. Даны две параллельные прямые а и Ъ и точка М,

не лежащая на этих прямых. Построить прямую, проходящую через
точку М и параллельную прямым а и Ь.

Решение. Возьмем на прямой а две точки А и В и, пользуясь
задачей 2, построим середину Е отрезка АВ. Затем, пользуясь
задачей 1, построим прямую, проходящую через точку М и

параллельную прямой а.

Задача 4. Даны параллелограмм ABCD, прямая а и точка М,
не лежащая на этой прямой. Построить прямую х, проходящую

через точку М и параллельную прямой а.

Решение. Очевидно, по крайней мере одна пара параллельных

сторон данного параллелограмма, например, стороны АВ и CD, не

параллельны прямой а. Обозначим через Р и Q точки пересечения

прямых АВ и CD с прямой а. Построим прямую, проходящую

через точку О пересечения диагоналей параллелограмма и

параллельную прямым АВ и CD (задача 3), и обозначим через R точку

пересечения этой прямой с прямой а. Нетрудно видеть, что

точка R — середина отрезка PQ. Затем, пользуясь задачей 1, построим

искомую прямую х: М?х, х\\а.
3. Рассмотрим теперь примеры решения задач на построение с

помощью линейки, если на плоскости задана вспомогательная

окружность с центром.
3 а д а ч а 5. Дана окружность со с центром О, прямая а и точка М,
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не лежащая на этой прямой. Построить прямую х, проходящую
через точку М и параллельную прямой а.

Решение. Возьмем на окружности со две точки А и В и

проведем прямые ОА и ОВ. Обозначим через С и D точки пересечения этих

прямых с данной окружностью, отличные от точек А и В.

Четырехугольник ABCD является прямоугольником, так как его диагонали

АС и BD равны и в точке О пересечения делятся пополам. Пользуясь
теперь задачей 4, построим искомую прямую х: М?х, х\\а.

Задача 6. Даны окружность со с центром О, прямая а и

точка М. Построить прямую х, проходящую через точку М и

перпендикулярную к прямой а.

Решение. Построим прямую Ь, проходящую через некоторую
точку А данной окружности и параллельную прямой а (задача 5),
и обозначим через В вторую точку пересечения прямой b с данной

окружностью. Проведем прямые ОА и ОВ и обозначим через С и D
точки пересечения этих прямых с данной окружностью, отличные

от точек А и В. Четырехугольник ABCD является прямоугольником
(см. решение задачи 5), поэтому, построив прямую, проходящую
через точку М и параллельную прямым ВС и AD (задача 3), получим
искомую прямую х.

Задача 7. Даны окружность со с центром О и отрезок АВ.

Построить середину этого отрезка.
Решение. Построим произвольную прямую, параллельную

прямой АВ (задача 5), и, пользуясь задачей 2, строим середину
отрезка АВ.

Задача 8. Даны окружность со с центром О, луч AM и

отрезок PQ. Отложить на луче AM отрезок АВ, равный отрезку PQ.
Решение. Возможны три случая, каждый из которых

рассмотрим в отдельности.

а) Отрезок PQ параллелен прямой AM. He нарушая общности,
можно допустить, что лучи AM и PQ сонаправлены. Проведем
прямую АР, построим прямую, проходящую через точку Q и

параллельную прямой АР (задача 5), и обозначим через В точку
пересечения этой прямой с лучом AM. Тогда АВ — искомый отрезок, так

как APQB — параллелограмм.
б) Отрезок PQ лежит на прямой AM. Построим вспомогательную

прямую Ъ, параллельную прямой AM (задача 5), и на этой прямой
отложим отрезок PrQ', равный отрезку PQ. Затем на луче AM
отложим отрезок АВ, равный отрезку P'Q' (см. случай а).

в) Отрезок PQ не параллелен прямой AM. Построим прямую
AN, параллельную прямой PQ, и на луче AN отложим отрезок АС,

равный отрезку PQ (случай а). Через точку О проведем прямые,
параллельные прямым AM и AN, и обозначим точки пересечения
этих прямых с окружностью со через В' и С (важно заметить, что

эти точки можно построить, так как по условию задачи окружность со

считается построенной). Не нарушая общности, можно считать,

что лучи AM и AN одинаково направлены соответственно лучам ОВ' и

ОС. Проведем теперь прямую В'С и через точку С проведем
прямую, параллельную прямой В'С. Эта прямая пересекает луч AM в
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искомой точке В. В самом деле, АОВ'С со дABC, поэтому
AB=AC=PQ.

Задача 9. Даны окружность со с центром О, отрезок АВ и

прямая а, причем р (Л, а)<С.АВ. Построить точки пересечения прямой
а с окружностью1 (А, АВ).

Решение. Если прямая а проходит через точку А, то задача

сводится к задаче 8, поэтому рассмотрим только тот случай, когда

прямая а не проходит через точку А.

Построим перпендикуляр Л#, проведенный из точки А к прямой
а (задача 6), и отрезок Л С, параллельный прямой а и равный отрезку
АВ (задачи 5 и 8). Получим прямоугольный треугольник АНС.

(Предлагаем читателю приведенные здесь рассуждения
иллюстрировать рисунком, выполненным самостоятельно.)

Используя затем задачу 5, строим треугольник ОН'С, стороны

которого соответственно параллельны сторонам треугольника АНС и

С 6 о). Проведем через точку #' прямую а', перпендикулярную к

прямой ОН', и обозначим через X' и Y' точки пересечения этой прямой
с окружностью (о. Построим, наконец, две прямые, проходящие

через точку Л и параллельные соответственно прямым ОХ' и ОY'.

Эти прямые пересекают прямую а в искомых точках X и Y.

Доказательство этого утверждения непосредственно следует из

соотношений: аОС'Н'соААСН, аОН'Х'^аАНХ и ЛOH'Y' со AAHY.
Так как по условию задачи р(Л,а)<ЛВ, то задача всегда

разрешима и имеет два решения.
4. Пользуясь предыдущими построениями, докажем теорему

Штейнера2.
Теорема. Любая задача на построение, выполнимая циркулем

и линейкой, может быть выполнена одной линейкой, если на плоскости

дана окружность с ее центром.
Для доказательства теоремы достаточно показать, что построения

П1 — П5, § 96 могут быть выполнены одной линейкой, если на

плоскости дана окружность со с построенным центром О.
Постулаты П1 и ПЗ включены в число постулатов построений, выполняемых

одной линейкой, а постулат П2 теряет смысл, так как окружность
не является основным объектом построения3. Поэтому достаточно

показать, что если на плоскости дана построенная окружность со

с центром О, то с помощью одной линейки могут быть решены
следующие две задачи.

а) Даны отрезок АВ и прямая а. Построить точки пересечения
окружности (А,АВ) с данной прямой, если они пересекаются.

Р) Даны два отрезка ЛЛ1 и ВВ\. Построить точки пересечения

окружностей (А,АА\) и (В, ВВ\)У если они пересекаются.

1
Отметим, что окружность (Л, АВ) не считается построенной; построенными

являются только ее центр А и точка В.

2
Штейнер Я. (1796—1863)—немецкий математик, известен работами по

проективной геометрии.
3
Практически это построение заменяется построением одной линейкой

конечного числа точек, принадлежащих окружности, заданной центром и точкой.

Последнее может быть выполнено при помощи задачи 8.
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Первая из этих задач нами уже решена (см. задачу 9), поэтому
рассмотрим только вторую задачу.

Пусть т\ и гг — радиусы окружностей (Л, АА\) и (В,ВВ\), а

М и N — точки, в которых они пересекаются (см. рис. 191, с. 285).
Так как AM=AN=ru BM=BN= r2, то AM2—BM2 = r\ — /i
AN2—BN2= r2 — r\. Мы замечаем, что точки М я N принадлежат
множеству всех точек, для каждой из которых разность квадратов
расстояний до двух точек А и В есть постоянная величина п

— г2
Нам известно, что это множество точек является прямой,
перпендикулярной к прямой АВ (см. задачу 2 § 19). Эта прямая
называется радикальной осью окружностей (А, АА\) и (В, ВВ\). Итак,
искомые точки М и N являются точками пересечения окружностей
(Л, АА\) и (В, ВВ\) с их радикальной осью, поэтому если

мы сможем построить радикальную ось этих окружностей, то

построение р) сведется к задаче 9.

Для построения радикальной оси окружностей (А, г\) и (В, г2) в

одной из полуплоскостей с границей АВ построим отрезки ЛЛ'и ВВ',

перпендикулярные к прямой АВ, так, чтобы АА'= r<i, ВВ' = г\

(задачи 6 и 8). Построим затем серединный перпендикуляр отрезка

(задачи 7 и 6) и обозначим через С точку пересечения этой прямой
с прямой АВ. Покажем, что С — точка радикальной оси

окружностей (Л, г\) и (В, г2). В самом деле, так как СА' = СВ', то по теореме

Пифагора для треугольников АА'С и ВВ'С имеем: Л С2+ Н> = ВС2+ г?
или АС2-ВС2= г\-г\.

Искомой радикальной осью является прямая, проходящая через

точку С и перпендикулярная к прямой АВ. Н
5. Известно, что многие задачи на построение выполняются при

помощи одного циркуля, без линейки. Например, для решения задачи

«Построить точку, симметричную точке X относительно данной

прямой а» линейка, по существу, не требуется. Можно указать целый

ряд других задач, где построения при помощи одного циркуля
выполняются также просто, а иногда даже проще, чем циркулем и

линейкой. Укажем, например, построение образов точек при

центральной симметрии, построение вершин правильных треугольников и

шестиугольников, вписанных в окружность, построение образа точки

при инверсии (§ 102, п. 1, замечание).
При некотором уточнении постановки вопроса мы приходим к

результату, который на первый взгляд является неожиданным: любая

задача на построение, выполнимая циркулем и линейкой, может быть

выполнена одним циркулем (теорема Мора — Маскеро-
н и1). Таким образом, с теоретической точки зрения линейка является

«лишним» инструментом построения. Однако практически наличие

линейки в большинстве случаев значительно облегчает решение

задачи, так как сокращает число шагов построения. Доказательство

сформулированного выше предложения читатель может найти в учеб-

Мор Г. (1640—1697) —датский математик, дал систематическое изложение

построений с помощью одного циркуля. Позже тот же результат вновь получил
итальянский математик Л. Маскерони (1750—1800).
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ной литературе по геометрическим построениям на плоскости

(см., например, В. И. Аргунов и М. Б. Балк, «Геометрические
построения на плоскости» , Учпедгиз, 1957 г.).

Чтобы читатель мог составить себе некоторое представление о

построениях Мора — Маскерони, мы рассмотрим решение
нескольких задач.

Задача 10. Даны две точки Л и В. Построить еще одну

точку, лежащую на прямой АВ.
Решение. Строим окружности (А, АВ) и (В, ВА). Пусть С и D —

точки пересечения этих окружностей. Построим окружности (С, PQ) и

(D,PQ), где PQ>—CD, и обозначим через М одну из точек их

пересечения. Точка М лежит на прямой АВ.
В самом деле, как известно, концы С и D общей

хорды окружностей (Л, АВ) и (В, ВА) симметричны относительно

линии центров АВ. Следовательно, АВ — серединный перпендикуляр
отрезка CD. Так как CM=DM по построению, то точка М лежит на

прямой АВ.

Задача 11. Даны три точки Л, В, С, не лежащие на одной
прямой. Через точку С провести прямую, параллельную прямой АВ.

Решение. Понимать эту задачу надо так: требуется построить
точку D так, чтобы прямые АВ и CD были параллельны.

Построим окружности (В, Л С) и (С, АВ). Эти окружности
пересекутся в двух точках, симметричных относительно линии центров ВС.
Обозначим через D ту из этих двух точек, которая лежит по другую
сторону от прямой ВС, нежели точка Л. Тогда CD\\AB.

Действительно, ААВС= ADCB (по трем сторонам) и потому
Z-ABC= /-BCD. По признаку параллельности прямых имеем

CD\\AB.
Задача 12. Даны три точки Л, В, С, не лежащие на одной

прямой. Через точку С провести прямую, перпендикулярную к прямой
АВ.

Решение. Искомая прямая определяется точкой С и еще

некоторой точкой, которую надо построить.

Строим окружности (Л, Л С) и (В, ВС). Эти окружности
пересекаются в точке Сив некоторой другой точке, которую мы обозначим

через D. Тогда CD JLЛВ (общая хорда двух окружностей
перпендикулярна к их линии центров).
Задача 13. Даны две точки Л и В. Через точку Л провести

прямую, перпендикулярную к прямой АВ.
Решение. Искомая прямая определяется точкой Л и еще одной

точкой, которую надо построить.

Построим окружности (Л, ЛВ), (В, ВА) и пусть О — одна из

точек их пересечения. Строим окружность (О, ОА). На этой

окружности в направлении от В и Л строим точки Е и F такие, что

AB=AE=EF (= OA). Тогда прямая AF — искомая.

В самом деле, из построения следует, что BF — диаметр
окружности (О, ОА) и, следовательно, AFA.AB.
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Приложение

ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

1. В математике и ее приложениях имеют дело с различными
множествами. Так, можно говорить о множестве отрезков на

плоскости, о множестве натуральных чисел, о множестве

действительных чисел и т. д.

Множество (или класс, семейство) есть некоторая совокупность
объектов, называемых его элементами. Мы не будем
анализировать понятие множества {этим, в частности, занимаются в

математической логике). В начальных разделах геометрии
вполне достаточно под множеством понимать все то, что можно

поставить во взаимно однозначное соответствие с некоторой частью

числового пространства Rn (при соответствующем значении

натурального числа /г), где R — множество действительных чисел.

Например, отрезки, являющиеся сторонами данного

треугольника, образуют множество: их можно перенумеровать числами 1,
2, 3 и, значит, поставить во взаимно однозначное соответствие

с той частью действительного числового пространства, которая
состоит из чисел 1, 2, 3. Все точки данной плоскости образуют
множество: на этой плоскости можно ввести прямоугольную
систему координат и каждой точке плоскости поставить в

соответствие пару чисел х, у
—

координат этой точки.

2. Приведем список некоторых обозначений, которые
применяются в настоящем курсе.

х?Х — элемент х принадлежит множеству X (?—знак
принадлежности). Например, А?а — точка А принадлежит (или
лежит на) прямой а или прямая а проходит через точку А.

Хс=У—множество X есть часть (подмножество) множества У

или множество X содержится в У, а У содержит X (d — знак

включения). Это значит, что если х?Х, то x?Y. Например, аса —

прямая а лежит в (или на) плоскости а, плоскость о проходит
через прямую а.

X=Y— множества X и У равны; это значит, что XczY и Ус=Х,
т. е. X и У — это одно и то же множество. Например, а= Ь —

прямые а и Ь совпадают (это одна и та же прямая, но по-разному

обозначенная).
Ф, ?, qL —знаки, обозначающие отрицание указанных выше
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отношений. Так А?а — точка А не лежит на прямой а или

прямая а не проходит через точку А.

{х, у, ..., v}— конечное множество из элементов х, у, ..., v, в

котором порядок элементов, вообще говоря, не принимают во

внимание, так что {х, у, ..., v}={y, x, ..., у}=...=ф, у, ... х). В случае
точек пишут: А=В вместо {Л}={В} — точки А и В совпадают

(это одна точка, но по-разному обозначенная); АфВ — точки А
и В различны.

(х, у, ..., v) — конечное упорядоченное множество из

элементов х, у, ..., v. Здесь принимают во внимание тот порядок, в

котором указаны элементы: на первом месте стоит именно элемент х,

на втором
—

у и т. д. Поэтому (х, у, ..., v)=?(y, x9 ..., у), если

хфу.
{х|...} — множество элементов х таких, что ... (после знака|

указывают свойство, которым обладают элементы этого

множества).
X{]Y={x\x?X и x?Y)— пересечение множеств X и У.

Например, а(]Ь = {А} или а[\Ь=А — прямые а и Ь пересекаются в

точке А.

X[)Y={x\x?X или х 6 Y} — объединение (сумма) множеств

X и Y.

Y\X={x\x?Y и х?%\— разность множеств У и X. Если XaY,
то вместо Y\X пишут СУХ или короче СХ (У подразумевается)
и называют это множество дополнением множества X до
множества У. Например, если точка А лежит на прямой а, то а\{А}=
= Са{А)—прямая а без точки А или прямая а, проколотая в

точке А.
Г=^Д — из Г следует А или Г влечет Д (=>¦ — знак логического

следствия); говорят также, что А — необходимое условие
существования Г, а Г — достаточное условие существования А.

1Ч^Д. Эту запись можно прочесть любым из следующих

способов: Г необходимо и достаточно для А; Г тогда и только тогда,

когда А; Г равносильно А (о — знак логической

эквивалентности; справедливо как утверждение Г=*-Д, так и ему обратное Д=^Г).
0 — пустое множество (множество, не содержащее ни

одного элемента). Например, а(]Ь=0 — прямые а и Ь не имеют

общих точек. Вообще, если X(]Y=0, то говорят, что множества

X и У не пересекаются.
3 х?Х, ...— существует по крайней мере один элемент х

множества X такой, что ... (знак 3 —квантор существования).
V х?Х — для всех элементов х множества X (знак V

—квантор общности).
? — знак, который ставится в начале доказательства какого-

либо предложения.

Щ — знак, который ставится в конце доказательства

предложения.

3. Пусть Хи Х2, ..., Хп — непустые множества. Построим новое

множество XiXX2X...XXn (прямое или декартово произведение
данных множеств) каждый элемент х= (х\, х2, ..., хп) которого
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является упорядоченным множеством п элементов Xi?Xi(i=l,
2, ..., л).

Всякое непустое множество GczXi Х^гХ-Х^п называется

п-арным отношением. Говорят, что элементы хи *2, ..., хп {х^Х)
находятся в отношении G, если (х\, х2, ..., xn)?G.

Если Х\ = Х2= ... = Хп, то прямое произведение XiX-foX — XXi
обозначается через Хп(п-я декартова степень множества X) и

говорят, что я-арное отношение G<ziXn определено в множестве X.

Например, в множестве R3=RXRXR рассмотрим
подмножество G = {(x, у, z)\x-\-y= z). Это есть тернарное отношение (л = 3)
в множестве R действительных чисел. Числа 2, 3, 5 находятся
в отношении G, так как (2, 3, 5)?G (2 + 3 = 5).

Важен случай бинарного отношения (п = 2): AczXXY. Если

(х, у)6Д(х и у находятся в отношении Д), то говорят, что

элементу х?Х соответствует элемент y?Y относительно Д. В случае
бинарного отношения АаХ2 (когда X=Y) вместо (jc, у)6Д
пишут хАу.

Бинарное отношение Д, заданное в множестве X, называется

отношением эквивалентности, если оно рефлексивно (V х?Х,
хДх), симметрично (x\kx2=<>X2&Xi) и транзитивно ((xiAx2 и л:2Дл:з)=^
=>х\Ахг).

Например, равенство (конгруэнтность) треугольников есть

отношение эквивалентности в множестве всех треугольников.
Подобие треугольников

—

другое отношение эквивалентности в том

же множестве.

Если на множестве X задано отношение эквивалентности Д,
то, как известно из алгебры, можно разбить множество X на

непересекающиеся классы: Х= Ка[}Кь{}---, объединяя в один класс

все эквивалентные между собой элементы (так, Ка — класс

(множество) всех элементов из X, эквивалентных элементу а).
Множество Х/Д всех этих классов называется фактор-множеством
множества X по отношению эквивалентности Д. Это понятие играет
важную роль в геометрии.
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ

Аксиомы векторного пространства 245
— Вейля пространства Ап 252
— — евклидова пространства 250

Аналитическое выражение аффинных
преобразований в Ап 262

плоскости 144

пространства 212

движений плоскости 121

пространства 212

преобразований подобия
плоскости 137

пространства 212

— — инверсий 305
Асимптоты гиперболы 80

Базис 21, 246.
— ортонормированный 23, 31, 251
— правый (левый) 41, 160
Биекция 112

Вектор 8
— единичный 10, 250
— направляющий прямой 58, 186
— нормальный плоскости 177

прямой 65
— нулевой 8
— параллельный плоскости 17, 255

прямой 9
—

переноса 116
— свободный 8
— связанный И
— скользящий 10
— собственный оператора 280

Векторы взаимно ортогональные 25, 251
—

коллинеарные 9
—

компланарные 17
—

координатные (базисные) 22, 35, 155,
254

— линейно зависимые 18
—

противоположные 10
—

сопряженные относительно
симметрической билинейной формы 268

Вершина гиперболоида двуполостного
234

— — однополостного 232
— гиперболы 79
— конической квадрики 275

поверхности 223
— параболоида эллиптического 235

— параболы 83
— эллипса 75

— эллипсоида 228

Взаимное расположение двух прямых на

плоскости 63
— и трех плоскостей 181
— — прямых и плоскостей 189

Гипербола 78

Гиперболоид вращения 233
— двуполостный 234
— однополостный 230

Гиперплоскость 225
Гомотетия 135, 207

Группа ИЗ
— аффинных преобразований плоскости

149

пространства 212

— вращений плоскости 130

правильного я-угольника 134

— гомотетий с данным центром 140
— движений 129, 213

первого рода 130
—

переносов 130
— подобий 139, 213
— преобразований 115

аффинных 149, 212, 262
— симметрии фигуры 132
— циклическая 134

Групповой подход к геометрии 212

Движение 116, 199, 265
— винтовое 206
—

второго и первого рода 120, 202
—

пространства Еп 265
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Диаметр линии второго порядка 98

главный 101

Диаметры сопряженные 100
Директриса гиперболы 84
— параболы 82
— эллипса 84

Длина вектора 10, 250

Задача Аполлония 308
— на построение 283

— об удвоении куба 316
— о квадратуре круга 316
— о спрямлении окружности 316

— о трисекции угла 315

Закон инерции квадратичной формы 271

Инварианты группы преобразований 129
Инверсия 303
Индекс квадратичной формы 271
Инъекция 112

Кононический вид квадратичной формы
268

Касательная к линии второго порядка 95

Квадрат вектора скалярный 250
Квадрика 273
— коническая 275
—

нецентральная 274
—

центральная 274
—

цилиндрическая 274

Классификация движений плоскости 126

пространства 207
—

квадрик 276
в ?3 281

— линий второго порядка 105
— преобразований подобия на плоскости

139

Конические сечения 227

Конус 223
— асимптотический 232
— мнимый 281

Координаты вектора 22, 30, 246
— точки 35, 156, 254

полярные 47
Коэффициент гомотетии 135

— подобия 135, 207, 266
— сжатия 147, 209
— угловой 59

Лемма о равенстве векторов 8

Линия алгебраическая 52
—

второго порядка 52

гиперболического,
параболического, эллиптического типа 93

центральная 95

Лучи, направленные одинаково 5
—

противоположно направленные 6

Матрица билинейной формы 248
— квадратичной формы 267
—

оператор 279

—

ортогональная 121, 163, 265
—

перехода 40, 159, 254
—

симметрическая 249
Множество 111, 318

Метод сечений 217

Направление 6
— асимптотическое 92

— главное 101

— сжатия 147

Направления сопряженные 100
Направляющая поверхности конической

224
— — цилиндрической 221

Нормальный вид квадратичной формы
269

Образующая поверхности
прямолинейная 238

— цилиндрической квадрики 275
Объем тетраэдра 166

Окружность 53
— Аполлония 56
— Эйлера 153
Оператор линейный симметрический 279

Ориентация пространства векторного
41, 160

Орт вектора 251
Оси координат 35, 155
Ось вращения 205, 218
— линии второго порядка 102

— полярная 47
— сдвига плоскости 147

— сжатия плоскости 147

— симметрии 123

фигуры 132

Отношение бинарное 320
— /г-арное 320
— эквивалентности 8, 320
— эквиполлентности 7

Отображение 111
— биективное 112
— инъективное 112

— обратное ИЗ
— сюръективное 112

Отображение поворотное 206
— от точки ИЗ, 199
— от прямой 123
— скользящее 206

Отрезки эквиполлентные 7

Отрезок направленный 6

Парабола 82
Параболоид 235
—

вращения 236
— гиперболический 236
— эллиптический 235

Параметр фокальный 82, 87

Перенос параллельный 116, 199

Плоскость инвариантная 202
— ^-мерная 255
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— ориентированная 42
— радикальная 242

Плоскости параллельные 255

Площадь треугольника 170

Поверхность вращения 218
—

второго порядка коническая 223

цилиндрическая 221

Поворот плоскости вокруг точки 122
—

пространства вокруг оси 205

Подгруппа 114
— движений плоскости 130

Подобие второго и первого рода 137,
208

— на плоскости 135

—

пространства 207

Err 266
— гипербол 141
— парабол 142
—

треугольников 140
— эллипсов 141

— фигур 140
Подпространство векторного

пространства 28, 247
—

натянутое на векторы 29, 247
—

направляющее векторное 176, 186, 255

Порядок алгебраической линии 52

Построение гиперболы по точкам 82
— образа точки при вращении 299

гомотетии 300

инверсии 303
—

отрезков, заданных формулами 309
— параболы по точкам 83
—

правильного десятиугольника,
вписанного в окружность 312

—

правильных многоугольников 317
—

треугольника по трем сторонам 289
— эллипса по точкам 76

Преобразование 113, 199
— аффинное плоскости 142

пространства 209

An 261
— перспективно-аффинное 145
— системы координат 44

— тождественное 116, 199
Признак эквиполлентности направленных

отрезков 7

Произведение вектора на число 14

—

векторов векторное 166

скалярное 25, 250
смешанное 163

— преобразований 114
Простое отношение трех точек 118, 261

Пространство аффинное 252
— векторное 245

евклидово 250, 262

псевдоевклидово 273
— ориентированное 160

Прямая Эйлера 72
— направленная 6
—

инвариантная 202

Радикальная ось окружности 323
— плоскость сфер 242
Радиус-вектор 35, 156
Радиусы фокальные 74, 78
Размерность пространства векторного

22, 246
аффинного 252

Разность векторов 246
Ранг квадратичной формы 274
Расстояние между двумя точками 262
— от точки до прямой 65

плоскости 184

Репер аффинный 116, 200, 253
— ортонормированный 116, 200, 265

Сдвиг плоскости 147

Сечение поверхности плоскостью 217

Сжатие к прямой 148
— плоскости 147
— косое 147
—

пространства 209

Сигнатура квадратичной формы 272

Симметрия фигуры 132
— осевая 123

— относительно плоскости 200

прямой 123, 205
точки (на плоскости) ИЗ

— скользящая 126
—

центральная 113, 199
Система координат аффинная 35, 155,

253

прямоугольная 38, 158, 262

полярных 46

обобщенная 49
Соответствие 111
Степень точки относительно сферы 242

Сумма векторов 11

Сфера 171

Сюръекция 112

Теорема, обратная теореме Пифагора 34

— Стюарта 54
— Штейнера 100
Точка инвариантная 123, 202
— мнимая 88, 255
Точки аффинного пространства Ап 252
— комплексно-сопряженные 88
— симметричные относительно плоскости

200

прямой 123

Угол между двумя векторами 25, 251
плоскостями 185

прямыми 67, 191

прямой и плоскостью 192

— ориентированный 42
— поворота 122, 205
— полярный 47

Уравнение каноническое гиперболоида

двуполостного 234
— однополостного 230
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гиперболы 79

квадрики
конуса второго порядка 225
параболоида гиперболического

237
эллиптического 235

параболы 83
эллипса 75

— —

эллипсоида 228
— линии второго порядка общее

характеристическое 107
—

полярное 86
—

нормальное квадрики 276
— плоскости 179
—

поверхности 170
— прямой общее 61

с угловым коэффициентом 60
— сферы 171
Уравнения конические прямой 187

цилиндров второго порядка 223
—

параметрические ^-плоскости 257
прямой 60, 188

Фактормножество 8, 320
Фигура 5, 50
—

ограниченная 133

Фигуры равные 130, 265
— подобные 140, 266
— эквивалентные относительно групп

преобразований 116, 149
Флаг 119

Фокус 74, 78, 82
Форма билинейная 248

симметрическая 249
— квадратичная положительно

определенная 272

Центр вращения порядка п 134
— гомотетии 135, 207
—

квадрики 274
— линии второго порядка 94
—

поворота 122
—

симметрии 113

фигуры 132, 274

Цилиндр второго порядка 221
— гиперболический 222
— мнимый 281
— параболический 222
— эллиптический 222

Эксцентриситет эллипса 76
— гиперболы 81
— параболы 86
Элементы симметрии фигуры 134
Эллипс 74

горловой 232
— мнимый 104

Эллипсоид 228
—

вращения 229
— мнимый 278
— трехосный 228
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